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RJEŠAVANJE PROBLEMA SVOJSTVENE ZADAĆE KOD 
VEZANIH POLJA 
 
Ante Džolan, mag.građ. 
Građevinski fakultet Sveučilišta u Mostaru 
 
 
 
Sažetak:  
U radu je ukratko opisan model za simulaciju vezanog problema međudjelovanja fluid – 
konstrukcija. Za rješavanje problema svojstvenih zadaća koristi se WYD metoda. Razvijeni 
model daje mogućnost proračuna međudjelovanja fluid – konstrukcija  za 2D problem. 
Mogućnosti modela prikazane su na numeričkom primjeru. 
 

 
Ključne riječi: vezani problem, numerički model, WYD metoda, međudjelovanje fluid - 
konstrukcija 
 
 
 
SOLVING THE EIGENVALUE PROBLEM IN COUPLED 
FIELDS 
 
 
Abstract:  
This paper briefly describes a model for simulation of the coupled fluid-structure interaction 
problem. WYD method is used to solve eigenvalue problems. The developed model make it 
possible to calculate the fluid-structure interaction  for a 2D problem. Possibilities of the 
model are shown in a numerical example. 
 
Key words: coupled problem, numerical model, WYD method, fluid-structure interaction 
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1. UVOD 
 

U radu se opisuje problem rješavanja svojstvenih vrijednosti vezanih zadaća. Problem 
vezanih zadaća možemo podijeliti u dvije klase: 

• Klasa I (slika 1) – međudjelovanje postoji na kontaktnoj plohi između dvaju medija, 
pri tome se svaki od medija promatra kao zasebna cjelina te se opisuje i modelira 
odgovarajućim fizikalnim jednadžbama. Potom se vrši opis i modeliranje njihovog 
međudjelovanja. Kada imamo model svakog medija i njihovog međudjelovanja 
pristupa se formiranju jedinstvenoga modela koji obuhvaća ponašanje svakog medija 
i njihova međudjelovanja. 

 
Slika 1.  Problem klase I, međudjelovanje na kontaktnoj plohi 

 
• Klasa II (slika 2) – utjecaj međudjelovanja uključen je u diferencijalnu jednadžbu koja 

opisuje promatranu fizikalnu pojavu. 

 
Slika 2.  Problem klase II 

 
U ovom radu se obrađuje problem proračuna svojstvenih vrijednosti/vektora vezane zadaće 
fluid – konstrukcija iz klase I – međudjelovanje na kontaktnu plohu. 
 
 
2. NUMERIČKI MODEL TEKUĆINE 
 
2.1. Model tekućine 
 

Tekućina (fluid) je tvar (kapljevina ili plin) koja se neprestano deformira usljed vanjskog 
djelovanja. Može biti idealna (tečenje bez trenja - tzv. Newton-ova tekućina) ili viskozna 
(postoji trenje među molekulama tekućine u gibanju). Sve realne tekućine su viskozne, no u  
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mnoštvu slučajeva utjecaj viskoznosti je mali i može se zanemariti. Vrlo često su efekti 

viskoznosti ograničeni na uska područja ili rubne pojaseve blizu granica tečenja, a ostatak 
toka se može promatrati bez utjecaja viskoznosti. 
Tekućine se dalje mogu podijeliti na stlačive i nestlačive, zavisno o tome da li je promjena 
gustoće značajna ili ne. 
Problemi mehanike tekućine (fluida) se mogu grupirati u dvije glavne kategorije: 

• problemi s tečenjem (površinski tokovi i sl.) i 
• problemi bez tečenja izloženi dinamičkoj pobudi (rezervoari, akumulacije i sl.). 

U ovom su radu razmatrani problemi mirne stlačive tekućine izložene dinamičkoj pobudi. 
 

1.1.1. Formulacija tekućine 
 

Gibanje tekućine opisano je u Euler-ovom koordinatnom sustavu, pretpostavljajući 
probleme s malim pomacima. Za analizu tekućine općenito se koriste formulacije: 

• pomaka, 
• tlakova, 
• potencijala pomaka i 
• brzinskog potencijala. 
 
Kod formulacije pomaka su tri nepoznanice, dok su u ostalim formulacijama po jedna 

nepoznanica. U ovom je radu korištena formulacija tlakova i formulacija potencijala pomaka. 
Tekućina se smatra stlačivom i bez viskoznosti. Diskretizacija polja tekućine izvršena je 

metodom konačnih elemenata (MKE), dok je vremenska diskretizacija izvršena metodom 
konačnih diferencija (MKD). Problem rubnih uvjeta riješen je metodom kraćenja ruba 
(eng.“truncation”), tj. beskonačno pružanje stvarne sredine modelirano je konačnim 
modelom. Ovaj model je u velikom broju slučajeva prihvatljiv kod statičkih analiza, dok kod 
dinamičkih analiza takvo modeliranje granica zahtjeva poseban tretman u cilju eliminiranja 
refleksije valova na umjetno formiranim granicama. 

Iako je u ovom poglavlju naglasak dan na simulaciju ponašanja polja tekućine, ujedno je 
opisan i model ponašanje tekućine u dodiru s deformabilnom konstrukcijom, koji se dalje 
koristi u simulaciji međudjelovanja tekućine i konstrukcije. 
 

1.1.2. Linearni model tekućine 
 

Linearni model tekućine može se opisati izrazom: 
vεEp −=                                          (2.1) 

U gornjem izrazu p označava hidrodinamički tlak (bez hidrostatičkog), E je zapreminski 
modul elastičnosti , a εv je volumenska deformacija tekućine. Ovim modelom se pretpostavlja 
da se u tekućini mogu pojaviti neograničeni negativni tlakovi (“vlačno” naprezanje), što u 
pojedinim slučajevima može dati pogrešne rezultate. Međutim, u svim slučajevima kad je 
ukupni rezultantni tlak u tekućini (atmosferski + hidrostatički + hidrodinamički) veći od nule, 
odnosno veći od tlaka para tekućine, ovakav model tekućine zadovoljava. 
Na osnovu izraza (2.1) dalje možemo pisati: 

2i

i

u pε = =    ;   c = E ρ         (2.2)
xv u

E
∂
∂

= ∇ −  

pa slijedi: 
i

2
i

u pε = =                          (2.3)
x ρv u

c
∂
∂

= ∇ −  



                                                                                                                                      
 

   
Džolan, A  68 

   
 

                                                                                                                                     Broj 5   lipanj, 2013  
 

Rješavanje problema svojstvene zadaće kod vezanih polja                                                         
 

1.1.2.1. Formulacija tlakova 
 
Osnovne jednadžbe 
 

Deriviranjem izraza (2.3) po vremenu, dobiva se: 

2v cρ
p=u=ε −∇  (2.4) 

2v cρ
p=u=ε −∇  (2.5) 

 
Ako se primijeni Laplace-ov operator (∇ ) na jednadžbu 

i
2

i
i vμpRρ

t
vρ ∇+∇−=
∂
∂

(Navier – Stokesove jednadžbe) i zanemari sila gravitacije ( Ri = 0 ), 

koja uzrokuje samo hidrostatički tlak, slijedi: 
 

( )i22
i uμpuρ ∇∇+∇=∇  (2.6) 

 
te ako se uvrste izrazi (2.3), (2.4) i (2.5) u (2.6), dobiva se jednadžba ponašanja viskozne 
tekućine, koja predstavlja poznatu valnu jednadžbu: 
 

222 cppξp =∇+∇  (2.7) 
gdje je: 

2cρμξ =  (2.8) 
 
U gornjim izrazima p je hidrodinamički tlak (bez hidrostatskog), c je brzina zvuka u tekućini, ρ  
je gustoća tekućine i μ dinamička viskoznost tekućine. 
 
Ako se zanemari utjecaj viskoznosti, tj. ako se pretpostavi Newton-ovo tečenje, izraz (2.6) se 
svodi na Helmoholz-ovu jednadžbu: 

∇ =2 2p p c  (2.9) 
 
Izraz (2.9) se može napisati, prema (2.3), i u slijedećem obliku: 

( )ρEpp2 =∇  (2.10) 

Rubni uvjeti 
 
Za tekućinu trebaju sljedeći rubni uvjeti biti zadovoljeni: 

(i) Na slobodnom licu s površinskim valovima (ako se uzme u obzir samo utjecaj 
primarnih valova): 

yugρp =  (2.11) 
gdje uy označava visinu vala, a g gravitacijsku konstantu. 
Na slobodnom licu bez površinskih valova: 

0p =                                                              (2.12) 
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(ii) Na pokretnim granicama, gdje tekućina ima ubrzanje un  okomito na granicu, 
 gradijent tlaka se može izraziti kao: 

nuρnp −=∂∂  (2.13) 
 
Na nepomičnim granicama je: 

0np =∂∂  (2.14) 
 
(iii) Uvjet sprječavanja refleksije valova na granici radijacije može se izraziti  
 (Sommerfeld-ov uvjet): 
 

( )np 
c
1p ∂∂−=  (2.15) 

gdje “n” predstavlja smjer jedinične vanjske normale na granici radijacije. 

 
Formulacija metodom konačnih elemenata 
 

Diskretizacija sustava je izvršena metodom konačnih elemenata. Ako se područje 
tekućine i područje konstrukcije u dodiru s tekućinom diskretizira mrežom konačnih 
elemenata, koristeći standardnu Galjerkin-ovu metodu, nepoznati tlakovi tekućine mogu se 
izraziti s: 

p=p N p  (2.16) 

gdje je pN  bazna funkcije za tlakove na granici međudjelovanja. 
 
Diferencijalna jednadžba dinamičke ravnoteže sustava u matričnoj formulaciji može se 
izraziti: 

( )duQfpKpCpM +ρ tffff −=++  (2.17) 
 
U prethodnoj jednadžbi, Mf predstavlja matricu masa tekućine, Cf matricu radijacijskog 
prigušenja tekućine i Kf ‘matricu krutosti’ tekućine; p vektor nepoznatih čvornih tlakova, ff 
vektor čvornih sila, Qt matricu međudjelovanja tekućina-konstrukcija, u  matricu ubrzanja 
čvorova konstrukcije u odnosu na bazu i d  vektor ubrzanja podloge. U slučaju krute 
(nedeformabilne) podloge, izraz (2.17) se reducira na: 

dQfpKpCpM tffff ρ−=++  (2.18) 
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Formiranje matrica i vektora u izrazima (2.17) i (2.18), prema metodi konačnih elemenata, 
definirano je sljedećim izrazima: 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) Ω=

+Ω=

Ω=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=

∫

∫∫

∫

∫

Ω

Ω

Ω

d  

Vd   c1d   g1

d   c1

dV 
zzyyxx

pj
T
uiijt

pj
V

T
pi

2
pj

T
piijf

pj
T
piijf

V

pjpipjpipjpi
ijf

i

sl

r

N nNQ

NNNNM

NNC

NNNNNN
K

 (2.19) 

 
U gornjim izrazima Np su bazne funkcije za tlakove tekućine, a Nu bazne funkcije za pomake 
konstrukcije; V je volumen tekućine, Ωsl je granica tekućine sa slobodnim licem, Ωr je granica 
radijacije, Ωi je granica tekućine na spoju s konstrukcijom (granica međudjelovanja) i n  je 
vektor jedinične vanjske normale na granici međudjelovanja. Sve matrice u jednadžbama 
(2.17) i (2.18), osim matrice Qt, su simetrične i pojasne. Broj članova različitih od nule u Qt 
ovisi o broju čvorova tekućine na spoju s konstrukcijom. 
 
Za nestlačive tekućine, brzina širenja valova u tekućini iznosi c = ∞ , pa se (2.17) svodi na: 
 

( )duQfpK +ρ tff −=  (2.20) 
 
iz čega je vidljivo da se rješenje (2.20) svodi na statičko rješenje u svakom vremenskom 
koraku. Kod toga je hidrodinamički tlak proporcionalan ubrzanju podloge. 
 
Ako se promatra samo polje tekućine, tj. kad je u =0, jednadžba (2.20) se svodi na: 
 

dQfpK tff ρ−=  (2.21) 
 

1.1.2.2. Formulacija potencijala pomaka 
Osnovne jednadžbe 
 

Vrlo čest pristup pri opisu polja tekućine je da se polje pomaka zamijeni poljem 
potencijala pomaka, koje je skalarna a ne vektorska veličina. Time se značajno smanjuje broj 
nepoznanica u čvoru. 

 
Potencijal pomaka se definira kao: 
 

uρ=ψ −∇  (2.22) 
Ako promjena gustoće tekućine (ρ) nije značajna, tada se koristeći (2.22) mogu reducirati 

Navier-Stokes-ove jednadžbe ( i
2

i
i vμpRρ

t
vρ ∇+∇−=
∂
∂ ). Uz uvjet da se zanemare 

viskoznost i gravitacijske sile, dobiva se: 
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p=ψ ∇∇  (2.23) 
 
Integracijom jednadžbe (2.23) po prostoru, dobiva se: 

p=ψ       (2.24) 
 
Ako se primijeni Laplace-ov (∇) operator na jednadžbu (2.22), te u tako dobivenu jednadžbu 
uvrsti (2.3) i (2.24), dobiva se: 
 

22 cψψ =∇  (2.25) 

Rubni uvjeti 
 

(i) Na slobodnom licu s površinskim valovima (ako u obzir uzimamo samo 
 utjecaj primarnih valova): 
 

n
ψgψugρp y ∂
∂

===  (2.26) 

 
Na slobodnom licu bez površinskih valova: 
 

0ψp ==  (2.27) 
 
(ii) Na pokretnim granicama, gdje tekućina ima ubrzanje un  okomito na granicu: 

nuρnψ −=∂∂  (2.28) 
 
Na nepomičnim granicama: 

0nψ =∂∂  (2.29) 
 
(iii) Uvjet sprječavanja refleksije valova na granici radijacije može se izraziti kao 
(Sommerfeld-ov uvjet): 
 

 cψnψ −=∂∂  (2.30) 
 
U gornjim izrazima “n” predstavlja smjer jedinične vanjske normale na granici radijacije. 

 
Formulacija metodom konačnih elemenata 
 

Na analogan način kao kod formulacije tlakova, koristeći standardnu Galjerkin-ovu 
metodu, nepoznate potencijale pomaka tekućine može se iskazati (matrična formulacija) kao: 

 
ψ=Ψ N Ψ  (2.31) 

 
gdje je ψN  bazna funkcije za potencijal pomaka na granici međudjelovanja. 
 
Diferencijalna jednadžba dinamičke ravnoteže sustava u matričnoj formulaciji može se 
analogno jednadžbi (2.17) izraziti: 
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( )duQfΨKΨCΨM +ρ tffff −=++  (2.32) 
 
U prethodnoj jednadžbi, Mf predstavlja matricu masa tekućine, Cf matricu radijacijskog 
prigušenja tekućine i Kf ‘matricu krutosti’ tekućine; Ψ  vektor nepoznatih čvornih potencijala 
pomaka, ff vektor čvornih sila, Qt matricu međudjelovanja tekućina-konstrukcija, u  matricu 
pomaka čvorova konstrukcije u odnosu na bazu i d  vektor pomaka podloge. U slučaju krute 
(nedeformabilne) podloge, (2.32) se reducira na: 

dQfΨKΨCΨM tffff ρ−=++  (2.33) 
 
 
 
Na osnovu formulacije potencijala pomaka, pokazat će se izvod matrica za primjenu metode 
konačnih elemenata. Polazište je osnovna jednadžba (2.25), te jednadžbe rubnih uvjeta 
(2.26), (2.28) i (2.30). Bazne funkcije su dane u poglavlju 3. 
 
Kako približno rješenje (2.31) treba zadovoljiti osnovnu jednadžbu i rubne uvjete, može se 
napisati: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) inrsl
V

22

irsl

duρdcΨdgΨVdcΨΨ Ω+Ω+Ω−=−∇ ∫∫∫∫
ΩΩΩ

 (2.34) 

 
Ako se sortiraju istovjetni članovi, tada slijedi: 
 

( ) 0duρVdΨdΨ
c
1dΨ

g
1VdΨ

c
1

in
V

2
rsl

V
2

irsl

=Ω+∇+Ω−Ω+− ∫∫∫∫∫
ΩΩΩ

 (2.35) 

 
Promatrajući jednadžbu (2.35) u svjetlu metode konačnih elemenata, uočljivo je da je ona 
istovjetna jednadžbi (2.32) ako se uvede: 
 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) Ω=

+Ω=

Ω=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=

ψ
Ω

ψψψ
Ω

ψ

ψ
Ω

ψ

ψψψψψψ

∫

∫∫

∫

∫

d   
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d   c1

dV 
zzyyxx

j
T
uiijt

j
V

T
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j

T
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j
T
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V
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i
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r
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K

 (2.36) 

U gornjim izrazima Nψ su bazne funkcije za potencijal pomaka tekućine, a Nu bazne funkcije 
za pomake konstrukcije; V je volumen tekućine, Ωsl je granica tekućine sa slobodnim licem, 
Ωr je granica radijacije, Ωi je granica tekućine na spoju s konstrukcijom (granica 
međudjelovanja) i n  je vektor jedinične vanjske normale na granici međudjelovanja. Sve 
matrice u (2.33) i (2.34) kao i u (2.17) i (2.18), osim matrice Qt, su simetrične i pojasne. Broj 
članova različitih od nule u Qt ovisi o broju čvorova tekućine na spoju s konstrukcijom. 
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3. NUMERIČKI MODEL KONSTRUKCIJE 
 
3.1. Jednadžba dinamičke ravnoteže 
 

Na vrlo sličan način kao kod tekućine izvodi se numerički model za konstrukciju. Ovaj 
model je vrlo dobro opisan u literaturi [ ]4 6− , pa će se ovdje samo ukratko opisati. 

Jednadžba dinamičke ravnoteže konstrukcije, koristeći se načelom virtualnog rada, 
može se zapisati u obliku: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0ddμρd
T

S

TT

t

=Γδ−Ω′−−δ−Ωδ ∫∫∫
ΓΩΩ

tuuubuσε                                                        (3.1) 

 
U gornjem izrazu δu  je vektor virtualnih pomaka, u  - vektor brzina, u  - vektor ubrzanja, δε  - 
vektor pridruženih virtualnih deformacija, b je vektor volumnih a t vektor površinskih sila, σ  - 
vektor naprezanja, sρ  - gustoća, μ′  - parametar prigušenja, Ω  - područje konstrukcije i Γ  - 
područje konstrukcije izloženo djelovanju površinskih sila. 
 
Izraz (3.1) vrijedi u slučaju geometrijske i materijalne nelinearnosti. Kada se zanemare 
vremenski utjecaji izraz (3.1) se svodi na: 
 

( ) ( ) 0dd
TT

t

=− ∫∫ ΓδΩδ
ΓΩ

tuσε                                  (3.2) 

Prostornom diskretizacijom konstrukcije te primjenom metode konačnih elemenata (MKE), 
jednadžba dinamičke ravnoteže (3.1) s nepoznatim čvornim pomacima u, može se napisati u 
poznatom obliku, koji predstavlja linearnu diferencijalnu jednadžbu dinamičke ravnoteže 
sustava: 

( ) sss fuRuCuM =++                                      (3.3) 
 
pri čemu je: 

( )

( )

( )

( ) Γ+Ω=

Ω=

Ω′=

Ω=

∫∫

∫

∫

∫

ΓΩ

Ω

Ω

Ω

d  d  

d u

d  μ 

d ρ 

ts

s

s

s

i
T
sii

T
sii

i
T
ii

sj
T
siijs

sjs
T
siijs

tNbNf

σBR

NNC

NNM

s

 

 

                             (3.4) 

 
U prethodnoj jednadžbi, Ms predstavlja matricu masa konstrukcije, Cs matricu prigušenja 
konstrukcije, R(u) vektor unutarnjih potpornih sila, a fs vektor vanjskih čvornih sila. Ni su 
bazne funkcije pomaka, a B matrica veze naprezanja i deformacija. 
Vektor unutrašnjih sila R(u) može se napisati i u obliku: 
 

( ) uRKuKuR ∂∂==        ;                               (3.5) 
gdje je K matrica krutosti konstrukcije. 
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3.2. Diskretizacija sustava 
 

Kod ravninskih (2D) problema koriste se uglavnom četveročvorni, osmočvorni 
(Serendipity) i devetočvorni (Lagrangeov) izoparametrični 2D elementi. Na osnovu iskustva 
može se reći da se za linearne probleme veća točnost dobije korištenjem manjeg broja 
elemenata višeg reda umjesto većeg broja jednostavnih linearnih elemenata. Stoga se u 
linearnim statičkim i dinamičkim analizama preferira uporaba osmočvornih i devetočvornih 
elemenata u odnosu na četveročvorne elemente.  

 
 
 
 
 
 

η
ξ

1 2 3

4

567
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Bazne funkcije 8-čvornog konačnog 
elementa  

( )( )( )1ηηξξηη1ξξ1
4
1N iiiii −+++=  

 za i = 1, 3, 5, 7 

( )( ) ( )( )2
i

2
i2

i

2
i

i ξ1ηη1
2
ηη1ξξ1

2
ξN −++−+=  

 za i = 2, 4, 6, 8 
 

η
ξ

1
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Bazne funkcije 9-čvornog konačnog 
elementa 

( )( )iii ηηξξηξ
4
1N ++=  

 za i = 1, 3, 5, 7 

( )( ) ( )( )2
i

2
i2

i

2
i

i ξ1ηη
2
ηηη1ξξ

2
ξξN −++−+=  

 za i = 2, 4, 6, 8 

( )( )22
i ξ1η1N −−=  

 za i = 9 

Slika 3. Bazne funkcije za 8-čvorne i 9-čvorne elemente 
 

U ovom radu su korišteni 8 – čvorni (Serendipity) konačni elementi i za diskretizaciju 
konstrukcije i za diskretizaciju fluida. 
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3.2. Elastični model materijala 

U svrhu što realnijeg simuliranja stvarnog ponašanja konstrukcije, od iznimnog je značaja 
primjena odgovarajućeg konstitutivnog modela materijala. On treba biti pouzdan za sve 
razine opterećenja (djelovanja) i sva moguća stanja naprezanja. 

 
Modeli materijala utemeljeni na velikom broju parametara, koje je vrlo teško ili pak 

nemoguće eksperimentalno utvrditi, danas su u praksi potpuno odbačeni. Prednost se daje 
jednostavnijim modelima koji se temelje na manjem broju parametara koji se mogu lako 
eksperimentalno utvrditi, a koji daju dostatno točne rezultate. 

 
U osnovi, svi se modeli mogu grupirati u one temeljene na mehanici kontinuuma ili u one 

koji uzimaju u obzir pojavu diskontinuiteta nakon pojave pukotina (modeli temeljeni na 
mehanici loma i diskretnim elementima). 

U nastavku će se ukratko opisati linearni elastični model materijala za 2D problem. 
U ovom modelu veza naprezanje (σ) – deformacija (ε) dana je u obliku: 

εDσ =  (3.6) 

 

 
gdje je D matrica elastičnih konstanti materijala. Za probleme ravninskog naprezanja, ona je 
oblika: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

2
ν100

0ν1ν
0ν1

ν1
E

2D  (3.7) 

 
a za probleme ravninske deformacije oblika: 

( )( )

1 ν ν 0
ν 1 ν 0

1 ν 1 2ν
1 2ν0 0

2

E

⎡ ⎤
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥+ − ⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

D  (3.8) 

U gornjim je izrazima E modul elastičnosti materijala, a ν Poisson-ov koeficijent. 
 
 
4. NUMERIČKA ANALIZA MEĐUDJELOVANJA TEKUĆINE I KONSTRUKCIJE 
 
4.1. Opis problema međudjelovanja tekućina – konstrukcija   
 
 Usvojeni model dinamičkog međudjelovanja tekućina-konstrukcija sadrži sljedeće 
pretpostavke: 

− Pomaci tekućine su mali, 
− Tekućina je stlačiva, 
− Tekućina nije viskozna, 
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− Nema trenja na dodiru tekućine i konstrukcije, 
− Zanemaruju se temperaturni utjecaji. 

  
Ponašanje problema međudjelovanja tekućina-konstrukcija može se također opisati općom 
diferencijalnom jednadžbom drugog reda u matričnom obliku: 
 
 fKxxCxM =++  (4.1) 
 
koja definira dinamičku ravnotežu promatranog sustava. U izrazu (4.1) x predstavlja vektor 
pomaka, x  vektor brzina, a x  vektor ubrzanja sustava; M predstavlja matricu masa, C 
matricu prigušenja, a K matricu krutosti, dok f predstavlja vektor vanjskog čvornog 
opterećenja. Jednadžba (4.1) općenito uključuje materijalnu i geometrijsku nelinearnost 
obaju polja. Matrica masa M je konstantna, dok je matrica C funkcija brzine ( x ), a matrica K 
funkcija pomaka (x). Dakle: 
 

 
( )
( )xKK
xCC

=
=

 (4.2) 

 Izraz (4.1) se može napisati i u obliku: 
 fFFF =RDI ++  (4.3) 
 
 
gdje xMF =I  predstavlja sile inercije, xCF =D  sile prigušenja, a KxF =R  unutrašnje sile 
otpora. Općenito, sve su sile promjenjive u vremenu. 
 
 Jednadžba ravnoteže (4.1) može se napisati i u slijedećem raščlanjenom obliku: 
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 (4.4) 

 
U izrazu (4.4), oznake 111 , , x xx  predstavljaju vektore pomaka, brzina i ubrzanja, 

111111  , , KCM  matrice masa, prigušenja i krutosti, te 1f  vektor vanjskih čvornih sila prvog 
polja. Oznake 2222222222 , , ,, , , f KCMxxx  predstavljaju odgovarajuće vrijednosti drugog 
polja, dok su   , , , , , 212121121212 KCMKCM  odgovarajuće matrice uslijed međudjelovanja 
polja. Kako je ranije navedeno, ukoliko nema nekih pojednostavljenja, gornje globalne 
matrice su nesimetrične, što otežava direktno rješavanje jednadžbe (4.4) i zahtijeva veliki 
kapacitet računala. 
  
Koristeći formulaciju tlakova za tekućinu i formulaciju pomaka za konstrukciju, ponašanje 
sustava tekućina-konstrukcija može se analogno jednadžbi (4.4) opisati sustavom dviju 
diferencijalnih jednadžbi drugog reda: 
 

 
)b(=
)a(=

cfffff

csssss

ffpKpCpM
fdMfRuuCuM

+++
+−++

 (4.5) 

 
koje definiraju dinamičku ravnotežu sustava. Kod toga je: 
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 ( )duQf

p Qf

+−=

=
T

fcf

sc

 ρ
 (4.6) 

 
pri čemu csf  predstavlja vektor sila međudjelovanja tekućine na konstrukciju, a cff  vektor sila 
međudjelovanja konstrukcije na tekućinu, dok Q predstavlja matricu međudjelovanja. 
  
Ako se (4.5) napiše u obliku (4.4), slijedi: 
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 (4.7) 

 
Iz izraza (4.7) jasno je vidljivo da su globalne matrice masa i krutosti nesimetrične. 
 
U slučaju da koristimo formulaciju potencijala pomaka [ ]1  jednadžba (4.7) prelazi u oblik 
(4.8): 
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           (4.8) 

Iz izraza (4.8) jasno je vidljivo da u globalne matrice masa i krutosti nesimetrične. 
 

4.2. Ploha međudjelovanja tekućina - konstrukcija   
 
 Ploha međudjelovanja tekućina - konstrukcija, s elementima tekućine i konstrukcije, 
prikazana je na Slici 4. Matrica veze Q uključuje samo integraciju na plohi i prema (2.19) 
definirana je izrazom: 
 

 ( ) ∫
Γi

iψj
T
uiij dΓ n = NNQ  (4.9) 

 Sve veličine u (4.9) definirane su u prethodnim poglavljima. Matrica Nui  je veličine [1×5], 
a njezi n i elementi odgovaraju odgovarajućim nepoznatim pomacima konstrukcije na granici. 
Iako se za tekućinu i konstrukciju mogu koristiti elementi s različitim brojem čvorova, 
prikladno je na granici imati iste elemente (kod toga u čvoru tekućine je jedna, a u čvoru 
konstrukcije pet nepoznanica). 
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jukonstrukci na fluida sile  -  
fluid na jekonstrukci sile  -  

 

Slika 4. Ploha međudjelovanja tekućina - konstrukcija 

  
 

Tekućina (f) Konstrukcija (s)

f cf f cs
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Jedinična vanjska normala n  na plohi međudjelovanja definirana je vektorskim produktom 
(slika 5.): 
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tj. u raspisanom obliku: 
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gdje su e e e1

0
2
0

3
0,   i  jedinični vektori u smjeru  krivocrtnih osiju (slika 5). 

  
Jedinični vektor normale je: 

 
n
nn =0  (4.12) 

 

 
Slika 5. Jedinična normala na plohi međudjelovanja 

 
 
 
5. RJEŠENJE SVOJSTVENIH ZADAĆA (WYD METODA) 

 
Rješenje svojstvenih zadaća koristi se i za statičku i dinamičku analizu. Kod statičkih 

problema rješenje svojstvenih vrijednosti podrazumijeva određivanje kritičnog opterećenja 
kod kojeg dolazi do nestabilnosti konstrukcije; dok kod dinamičkih problema ono 
podrazumijeva određivanje dinamičkih karakteristika sustava. 

 
Standardni problem svojstvene zadaće definiran je sljedećim izrazom: 
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       ;         ( - ) 0          (6.1)Kx x K E xλ λ= =  
 
gdje je K regularna, a u realnim (fizikalnim) problemima gotovo uvijek i simetrična, pozitivno 
definitna ili pozitivno semidefinitna matrica. 

 
U problemima dinamike konstrukcija prisutan je tzv. generalizirani (opći) problem:  
 

       ;        ( ) 0          (6.2)Kx Mx K M xλ λ= − =  
 
M je obično pojasna (ponekad dijagonalna) matrica, ali općenito nije pozitivno definitna nego 
pozitivno semidefinitna. 

 
Ako se prethodni problem promatra sa stajališta dinamike konstrukcija onda matrica K 

predstavlja matricu krutosti sustava, a matrica M matricu masa sustava. Obje matrice su 
dimenzija nxn, gdje n predstavlja broj stupnjeva slobode sustava. Vektor x je dimenzija 1xn, 
a predstavlja svojstveni vektor, dok je λ  svojstvena vrijednost (predstavlja kvadrat kružne 
frekvencije sustava 2λ ω= ) 

 
Rješavanjem jednadžbe (6.2) može se dobiti n svojstvenih vrijednosti i pripadajućih n 

svojstvenih vektora. 
 
Postoji niz matematičkih metoda za rješavanje problema svojstvene zadaće. Većinom 

metoda traže se sve svojstvene vrijednosti i svi svojstveni vektori, što je često nepotrebno, 
jer kod većine inženjerskih problema potrebno je odrediti prvih par vrijednosti/vektora, dok  

 
ostali nisu zanimljivi. U ovom radu je korištena WYD metoda kojom se određuje prvih „k“ 

svojstvenih vrijednosti/vektora, a „k“ je po želji odabran broj. Bitno je napomenuti da WYD 
metodom nećemo dobiti svojstvene vrijednosti/vektore, nego će ona sustav transformirati u 
oblik koji će moći primijeniti neke od općepoznatih metoda, npr. Jacobi-jevu metodu, metodu 
vektorske iteracije i sl. 

 
Osnova numeričkog postupka je traženje rješenja u samo jednom podprostoru, što je 

višestruko brže od iteracije po podprostorima. Postupak se realizira višestrukim, 2k puta, 
statičkim rješenjem zadatka te tako formiraju Ritz-ovi bazni vektori. Problem traženja 
svojstvenih vrijednosti se tako svodi s problema dimenzija nxn na problem dimenzija 2kxak, 
čime se značajno smanjuje broj računskih operacija i veličina greške nagomilane tim 
računskim operacijama. 

Karakteristika WYD metode je i velika stabilnost i pouzdanost, tj. nema preskakanja 
svojstvenih vrijednosti i vektora. Općenito za „k“ traženih svojstvenih vrijednosti/vektora 
potrebno je „2k“ Ritz-ovih vektora. Pri tome je prvih „k“ vektora egzaktno određeno, a ostalih 
„k“ približno. 
 
Opis postupka 

 
Svojstvena zadaća dinamike konstrukcija opisana je relacijom (6.2). Postupak za 

formiranje „2k“ Ritz-ovog prostora je sljedeći: 
 
1) Proračun prvog Ritz-ovog vektora 1 :x  

1 0                    (6.3)K x M x⋅ = ⋅  
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gdje je 0x  vektor sa jediničnim komponentama. Nakon čega slijedi M – normiranje: 

 

 

 
2) Proračun ostalih Ritz-ovih vektora ix (i=1,2,3,….,2k): 

-1                    (6.5)i iK x M x× = ×  
 
uz određivanje konstanti jc (j=1,2,…,i-1) 

                   (6.6)T
j j ic x M x= × ×  

 
te određivanje novog vektora ortogonalnog na prethodne (Gramm – Schmidt-ov postupak): 

-1

1
-                  (6.7)

i

i i j j
j

x x c x
=

= ×∑  

 
i njegovo M – normiranje: 

1
2

               (6.8)
( )

i
i T

i i

xx
x M x

=
× ×  

 
3) K – ortogonalizacija Ritz-ovih vektora X i formiranje projektivnog podprostora: 

 
 

                     (6.9)TK X K X= × ×  
uz uvjet: 

                    (6.10)TE X M X= × ×  
 
gdje je K  općenito puna matrica. Ovim je dobiven standardni svojstveni problem: 
 

( - ) 0                   (6.11)K E qλ × × =  
 

Čije se rješenje može dobiti npr. Jacobi-jevom metodom. Svojstvene vrijednosti ovog 
„komprimiranog“ problema je upravo „2k“ svojstvenih vektora polaznog problema (pri čemu je 
prvi „k“ određen točno, a drugi „k“ približno). Svojstveni vektori polaznog problema mogu se 
dobiti iz sljedeće relacije: 
 

0                            (6.12)X X Q= ⋅  
 

Gdje je X matrica Ritz-ovih vektora (nx2k), a Q matrica svojstvenih vektora dobivenih u 
projektivnom podprostoru. 
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6. NUMERIČKI PRIMJER 
 

Potrebno je izvršiti analizu pomaka brane, sa slike 6, koja je u međudjelovanju s 
tekućinom. Za potrebe dinamičke analize kao prvi korak potrebno je odrediti svojstvene 
vrijednosti/vektore sustava fluid – konstrukcija. Vremenski korak analize i drugi dinamički 
parametri u direktnoj su funkciji prve i viših svojstvenih vrijednosti. Karakteristike materijala 
konstrukcije su dane u Tablici 7.1, a karakteristike fluida su: brzina zvuka 2( / ) 1439sc m s =  i 

gustoća fluida 3( / ) 1,0.f t mρ =  
 

 

 
 

Slika 6. Sustav konstrukcija – tlo – fluid koji se analizira 
 
 

Beton Tlo 
Modul elastičnosti 2( / )BE GN m  31,60 Modul elastičnosti 2( / )BE GN m  18,0 

Poiss-onov 
koeficijent bν  0,20 Poiss-onov 

koeficijent bν  0,20 

Gustoća 3( / )b t mρ  2,4 Gustoća 3( / )b t mρ  2,2 

Tlačna čvrstoća 2( / )bf MN m  22,46 Tlačna čvrstoća 2( / )bf MN m  22,02 
Tablica 1. Karakteristike materijala betona i tla 

 
Za simuliranje ponašanja tla koristi se isti model kao i za simulaciju konstrukcije, s tim da 

su u model unose karakteristike materijala tla. Prema tome, mreža konačnih elemenata 
konstrukcije obuhvaća elemente brane i tla. Konstrukciju je podijeljena na šest konačnih 
elemenata (slika 7). Svaki konačni element ima osam čvorova (Serendipity) i u svakome 
čvoru pojavljuju se dvije nepoznanice pomaka. Otud slijedi da svaki konačni element ima 
matricu krutosti dimenzija 16x16 (slika 8). Povezivanjem konačnih elemenata u cjelinu dobije 
se matrica krutosti konstrukcije dimenzija 66x66. U određenom broju čvorova (njih jedanaest) 
imamo zadane rubne uvjete (spriječene pomake) pa konačan oblik matrice krutosti dobijemo 
uključivanjem rubnih uvjeta u sustav. 

Polje fluida podijeljeno je na mrežu od dva konačna elementa (slika 7). Kao i kod 
konstrukcije svaki element ima po osam čvorova. U svakom čvoru nepoznatu predstavlja 
vrijednost pritiska, tako da dobijemo matricu krutosti elementa fluida dimenzija 8x8. Tri čvora  



                                                                                                                                      
 

   
Džolan, A  82 

   
 

                                                                                                                                     Broj 5   lipanj, 2013  
 

Rješavanje problema svojstvene zadaće kod vezanih polja                                                         
 
su zajednička za oba konačna elementa, tako da imamo matricu krutosti fluida dimenzija 

13x13 (slika 8). 
Matrice krutosti i matrice masa konstrukcije i fluida su izračunate u programu DAFIK te 

su presložene u globalnu matricu krutosti u Excelu (slika 9a). Nakon uključivanja rubnih 
uvjeta u globalnu matricu krutosti dobijemo konačni oblik matrice krutosti sustava fluid – 
konstrukcija (slika 9b). 

 

 
Slika 7. Mreža konačnih elemenata sustava 
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a)matrica krutosti elementa konstrukcije               b)matrica krutosti elementa fluida 

 
Slika 8.  Matrice krutosti konačnog elementa konstrukcije i konačnog elementa fluida 

(boldirani brojevi u 1. retku i 1. stupcu predstavljaju čvorove konačnih element) 
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Slika 9a. Globalna matrica krutosti bez rubnih uvjeta 
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Slika 9b. Globalna matrica krutosti s rubnim uvjetima 
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Pošto je izvršena diskretizacija sustava, izračunata matrica krutosti i matrica masa 

pristupa se računanju svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora. Računaju se dvije 
svojstvene vrijednosti i nakon njihovog izračuna odrede se vrijednosti perioda osciliranja koje 
iznose: 1 20, 452   0,396 .T s i T s= =   

Na sljedećim stranicama prikazan je postupak ovisan o izrazima ( )6.1 6.12− . Na stranici 

26. vidljiv je odabir nultog vektora [ ]0x = 1..........1 , te izračun prvog Ritz – ovog vektora uz 
korištenje jednadžbi (6.3) i (6.4). 

 
Na stranici 27. prikazan je izračun drugoga Ritz-ovog vektora uz korištenje izraza (6.4 – 

6.8). Isti postupak se ponavlja za izračunavanje trećeg i četvrtog Ritz-ovog vektora. 
 
Dobiveni vektori formiraju Ritz-ovu matricu što je, uz izračun svojstvenih 

vrijednosti/vektora, prikazano na stranici 28. 
Kod za izračunavanje Jacobi–jeve matrice, matrice K  (iz koje se očitavaju svojstvene 

vrijednosti) i matrice svojstvenih vektora za projektivni podprostor dan je na stranicama 29., 
30. i 31. 

Dobivene vrijednosti svojstvenih vektora u čvorovima  (vektori pomaka) i grafički su dane 
na Slikama 10. i 11. 
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Slika 10.  Pomaci konstrukcije za period osciliranja 1 0, 452T s=  
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Slika 11.  Pomaci konstrukcije za period osciliranja 2 0,396T s=  
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