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RJESAVANJE PROBLEMA SVOJSTVENE ZADACE KOD
VEZANIH POLJA
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Sazetak:

U radu je ukratko opisan model za simulaciju vezanog problema medudjelovanja fluid —
konstrukcija. Za rjeSavanje problema svojstvenih zadaca koristi se WYD metoda. Razvijeni
model daje mogucnost proraCuna medudjelovanja fluid — konstrukcija za 2D problem.
Moguénosti modela prikazane su na numerickom primjeru.

Kljuéne rije€i: vezani problem, numeri¢ki model, WYD metoda, medudjelovanje fluid -
konstrukcija

SOLVING THE EIGENVALUE PROBLEM IN COUPLED
FIELDS

Abstract:

This paper briefly describes a model for simulation of the coupled fluid-structure interaction
problem. WYD method is used to solve eigenvalue problems. The developed model make it
possible to calculate the fluid-structure interaction for a 2D problem. Possibilities of the
model are shown in a numerical example.

Key words: coupled problem, numerical model, WYD method, fluid-structure interaction
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1. UVOD

U radu se opisuje problem rjeSavanja svojstvenih vrijednosti vezanih zadaéa. Problem

vezanih zada¢a mozZemo podijeliti u dvije klase:

e Kilasa I (slika 1) — medudjelovanje postoji na kontaktnoj plohi izmedu dvaju medija,
pri tome se svaki od medija promatra kao zasebna cjelina te se opisuje i modelira
odgovarajuéim fizikalnim jednadzbama. Potom se vrSi opis i modeliranje njihovog
medudjelovanja. Kada imamo model svakog medija i njihovog medudjelovanja
pristupa se formiranju jedinstvenoga modela koji obuhvaca ponasanje svakog medija
i njihova medudjelovanja.

Slika 1. Problem klase I, medudjelovanje na kontaktnoj plohi

e Klasa Il (slika 2) — utjecaj medudijelovanja uklju€en je u diferencijalnu jednadZbu koja
opisuje promatranu fizikalnu pojavu.

o oSN M i N,

<«<—» |mposed position

Slika 2. Problem klase Il

U ovom radu se obraduje problem proracuna svojstvenih vrijednosti/vektora vezane zadace
fluid — konstrukcija iz klase | — medudjelovanje na kontaktnu plohu.

2. NUMERICKI MODEL TEKUCINE
2.1. Model tekuéine

Tekucéina (fluid) je tvar (kapljevina ili plin) koja se neprestano deformira usljed vanjskog
djelovanja. MozZe biti idealna (teCenje bez trenja - tzv. Newton-ova tekuéina) ili viskozna
(postoji trenje medu molekulama tekucine u gibanju). Sve realne tekucine su viskozne, no u
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mnostvu slu€ajeva utjecaj viskoznosti je mali i moze se zanemariti. Vrlo esto su efekti

viskoznosti ograni€eni na uska podrucja ili rubne pojaseve blizu granica te€enja, a ostatak
toka se moze promatrati bez utjecaja viskoznosti.
Tekucéine se dalje mogu podijeliti na stlacive i nestlacive, zavisno o tome da li je promjena
gustoc¢e znacajna ili ne.
Problemi mehanike tekucine (fluida) se mogu grupirati u dvije glavne kategorije:

e problemi s te€enjem (povrSinski tokovi i sl.) i

¢ problemi bez teenja izlozeni dinamickoj pobudi (rezervoari, akumulacije i sl.).
U ovom su radu razmatrani problemi mirne stladive tekucine izlozene dinamickoj pobudi.

1.1.1. Formulacija tekuéine

Gibanje tekucéine opisano je u Euler-ovom koordinatnom sustavu, pretpostavljajuci
probleme s malim pomacima. Za analizu tekucine opc¢enito se koriste formulacije:
e pomaka,
e tlakova,
e potencijala pomaka i
e brzinskog potencijala.

Kod formulacije pomaka su tri nepoznanice, dok su u ostalim formulacijama po jedna

nepoznanica. U ovom je radu koriStena formulacija tlakova i formulacija potencijala pomaka.

Tekucina se smatra stlaivom i bez viskoznosti. Diskretizacija polja tekuéine izvrdena je
metodom konacénih elemenata (MKE), dok je vremenska diskretizacija izvrSena metodom
konac¢nih diferencija (MKD). Problem rubnih uvjeta rijeSen je metodom kracenja ruba
(eng.“truncation”), tj. beskonacno pruzanje stvarne sredine modelirano je konacnim
modelom. Ovaj model je u velikom broju sluajeva prihvatljiv kod statickih analiza, dok kod
dinamic¢kih analiza takvo modeliranje granica zahtjeva poseban tretman u cilju eliminiranja
refleksije valova na umjetno formiranim granicama.

lako je u ovom poglavlju naglasak dan na simulaciju ponasanja polja tekucine, ujedno je
opisan i model ponasanje tekuéine u dodiru s deformabilnom konstrukcijom, koji se dalje
koristi u simulaciji medudjelovanja tekuc¢ine i konstrukcije.

1.1.2. Linearni model tekucine

Linearni model tekuc¢ine moZze se opisati izrazom:
p=-E ¢, (2.1)

U gornjem izrazu p oznacava hidrodinamicki tlak (bez hidrostatiCkog), E je zapreminski
modul elasti¢nosti , a ¢, je volumenska deformacija tekucine. Ovim modelom se pretpostavlja
da se u tekucini mogu pojaviti neograni¢eni negativni tlakovi (“vlano” naprezanje), $to u
pojedinim slu€ajevima moze dati pogreSne rezultate. Medutim, u svim slu¢ajevima kad je
ukupni rezultantni tlak u tekucini (atmosferski + hidrostaticki + hidrodinamicki) veéi od nule,
odnosno veci od tlaka para tekucéine, ovakav model tekucine zadovoljava.

Na osnovu izraza (2.1) dalje mozemo pisati:

au, P 2
g=—=Vu=—=— ; ¢ =E 2.2
ox £ /o (22)
pa slijedi:
o, p
g,=——=VUu=——— (2.3)
1258 pc
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1.1.2.1. Formulacija tlakova

Osnovne jednadzbe

Deriviranjem izraza (2.3) po vremenu, dobiva se:

8, =Vi=——_ (2.4)
pc
§, = Vii=——"_ (2.5)
pc
Ako se primijeni Laplace-ov operator (V) na jednadzbu

P% =pR; - Vp+ quvi (Navier — Stokesove jednadzbe) i zanemari sila gravitacije (R, =0),

koja uzrokuje samo hidrostaticki tlak, slijedi:
pVii, = Vp+uV?(Vy,) (2.6)

te ako se uvrste izrazi (2.3), (2.4) i (2.5) u (2.6), dobiva se jednadzba ponaSanja viskozne
tekucine, koja predstavlja poznatu valnu jednadzbu:

Vp+EVip=p/c’ (2.7)
gdje je:
E=p/p ¢ (2.8)

U gornjim izrazima p je hidrodinamicki tlak (bez hidrostatskog), c je brzina zvuka u tekucini, p
je gustoca tekuéine i u dinamicka viskoznost tekucine.

Ako se zanemari utjecaj viskoznosti, tj. ako se pretpostavi Newton-ovo teCenje, izraz (2.6) se
svodi na Helmoholz-ovu jednadzbu:

V’p=p/c? (2.9)

Izraz (2.9) se moze napisati, prema (2.3), i u slijede¢em obliku:
v’p=5/(E/p) (2.10)

Rubni uvjeti

Za tekucinu trebaju sljedeci rubni uvjeti biti zadovoljeni:
(i)  Na slobodnom licu s povrsinskim valovima (ako se uzme u obzir samo utjeca;j
primarnih valova):

p=p gu, (2.11)

gdje u, oznacava visinu vala, a g gravitacijsku konstantu.
Na slobodnom licu bez povrSinskih valova:

p=0 (2.12)
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(i)  Na pokretnim granicama, gdje tekucina ima ubrzanje 1, okomito na granicu,
gradijent tlaka se moze izraziti kao:

op/on=—p ii, (2.13)

Na nepomicnim granicama je:
op/on=0 (2.14)

(iii)  Uvjet sprieCavanja refleksije valova na granici radijacije moze se izraziti
(Sommerfeld-ov uvjet):

p=—- (op/on) (2.15)

gdje “n” predstavlja smjer jediniéne vanjske normale na granici radijacije.

Formulacija metodom konacnih elemenata

Diskretizacija sustava je izvrSena metodom konacnih elemenata. Ako se podrucje
tekuc¢ine i podru€je konstrukcije u dodiru s tekucéinom diskretizira mrezom konacnih
elemenata, koristeCi standardnu Galjerkin-ovu metodu, nepoznati tlakovi teku¢ine mogu se
izraziti s:

p=N,p (2.16)
gdje je N, bazna funkcije za tlakove na granici medudjelovanja.

Diferencijalna jednadzba dinamic¢ke ravnoteze sustava u matri€noj formulaciji moze se
izraziti:
M, j+Cp+Kp=F,—p Qi +d) (2.17)

U prethodnoj jednadzbi, M; predstavlja matricu masa tekucine, C; matricu radijacijskog
priguSenja tekucine i K; ‘matricu krutosti’ tekuéine; p vektor nepoznatih ¢vornih tlakova, f;
vektor ¢vornih sila, Q; matricu medudjelovanja tekucina-konstrukcija, u matricu ubrzanja
gvorova konstrukcije u odnosu na bazu i d vektor ubrzanja podloge. U sludaju krute
(nedeformabilne) podloge, izraz (2.17) se reducira na:

Mjp+Cp+Kp=Ff—pQd (2.18)
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Formiranje matrica i vektora u izrazima (2.17) i (2.18), prema metodi konacnih elemenata,
definirano je sljedec¢im izrazima:

&), 0N, N, | (N, 0N (N, Ny Y|
! ox 0Ox oy Oy 0z 0z

A%

(Cf )ij = (l/c) IN; N, dQ

(2.19)
(Mf )ij = (l/g) IN; ij dQ+ (I/CZ)IN; NPj dv

(Qt)ij = INL n ij dQ

Q

i

U gornjim izrazima N, su bazne funkcije za tlakove tekucine, a N, bazne funkcije za pomake
konstrukcije; V je volumen tekuéine, Qg je granica tekucine sa slobodnim licem, Q; je granica
radijacije, Q; je granica tekucine na spoju s konstrukcijom (granica medudjelovanja) i n je
vektor jedinicne vanjske normale na granici medudjelovanja. Sve matrice u jednadzbama
(2.17) i (2.18), osim matrice Q;, su simetricne i pojasne. Broj ¢lanova razli€itih od nule u Q;
ovisi o broju ¢vorova tekucine na spoju s konstrukcijom.

Za nestlacdive tekucine, brzina Sirenja valova u tekucini iznosi ¢ = o, pa se (2.17) svodi na:

Kipp =1 —p Qt(ii +&i) (2.20)

iz Cega je vidljivo da se rjeSenje (2.20) svodi na staticko rieSenje u svakom vremenskom
koraku. Kod toga je hidrodinamicki tlak proporcionalan ubrzanju podloge.

Ako se promatra samo polje tekucine, tj. kad je =0, jednadzba (2.20) se svodi na:

Kp=f-pQ.d (2.21)

1.1.2.2. Formulacija potencijala pomaka

Osnovne jednadzbe

Vrlo Cest pristup pri opisu polja tekucine je da se poljie pomaka zamijeni poljiem
potencijala pomaka, koje je skalarna a ne vektorska veliCina. Time se znaajno smanjuje broj
nepoznanica u ¢voru.

Potencijal pomaka se definira kao:

Vy=—pu (2.22)
Ako promijena gustoce tekucine (p) nije znacajna, tada se koristeci (2.22) mogu reducirati
Navier-Stokes-ove jednadzbe (p% =pR, — Vp +uV?v,). Uz uvjet da se zanemare

viskoznost i gravitacijske sile, dobiva se:
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Vi =Vp (2.23)

Integracijom jednadzbe (2.23) po prostoru, dobiva se:
y=p (2.24)

Ako se primijeni Laplace-ov (V) operator na jednadzbu (2.22), te u tako dobivenu jednadzbu
uvrsti (2.3) i (2.24), dobiva se:

Vi = /¢’ (2.25)
Rubni uvjeti

(i) Na slobodnom licu s povrSinskim valovima (ako u obzir uzimamo samo
utjecaj primarnih valova):

. 0
p=p gu, =\|f=ga\" (2.26)

Na slobodnom licu bez povrSinskih valova:
p=y=0 (2.27)

(i)  Na pokretnim granicama, gdje tekuéina ima ubrzanje ii, okomito na granicu:
oy/on=—pu, (2.28)

Na nepomicnim granicama:
Oy/on =0 (2.29)

(iii)  Uvjet sprieCavanja refleksije valova na granici radijacije moze se izraziti kao
(Sommerfeld-ov uvjet):

dy/on =—y/c (2.30)

U gornjim izrazima “n” predstavlja smjer jedini¢ne vanjske normale na granici radijacije.

Formulacija metodom konac¢nih elemenata

Na analogan nacin kao kod formulacije tlakova, koriste¢i standardnu Galjerkin-ovu
metodu, nepoznate potencijale pomaka tekucine moze se iskazati (matricna formulacija) kao:

¥Y=NY¥ (2.31)
gdje je N,, bazna funkcije za potencijal pomaka na granici medudjelovanja.

Diferencijalna jednadzba dinamicke ravnoteZe sustava u matricnoj formulaciji moze se
analogno jednadzbi (2.17) izraziti:
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MY +C¥+K,¥=f —pQ,(utd) (2.32)

U prethodnoj jednadzbi, M; predstavlja matricu masa tekucine, C; matricu radijacijskog
priguSenja tekucine i K; ‘matricu krutosti’ tekucine; ¥ vektor nepoznatih ¢vornih potencijala
pomaka, f; vektor &vornih sila, Q; matricu medudjelovanja tekuéina-konstrukcija, u matricu
pomaka ¢vorova konstrukcije u odnosu na bazu i d vektor pomaka podloge. U slu¢aju krute
(nedeformabilne) podloge, (2.32) se reducira na:

MY +C¥+K¥Y=f-pQd (2.33)

Na osnovu formulacije potencijala pomaka, pokazat ¢e se izvod matrica za primjenu metode
konacnih elemenata. PolaziSte je osnovna jednadzba (2.25), te jednadZbe rubnih uvjeta
(2.26), (2.28) i (2.30). Bazne funkcije su dane u poglavlju 3.

Kako priblizno rjeSenje (2.31) treba zadovoljiti osnovnu jednadzbu i rubne uvjete, moze se
napisati:

J(vow /ety = [(Pehio, + [(¥/cho. + [(u, Jio (2:34)

\% Qg

Ako se sortiraju istovjetni ¢lanovi, tada slijedi:

—CLZJ“'I"dV+éJ“?dﬂsl—%j‘Per+jV2‘PdV+ [(pu, Jie2; =0 (2.35)
% Q Q v Q

r i

Promatrajuéi jednadzbu (2.35) u svjetlu metode konac¢nih elemenata, uodljivo je da je ona
istovjetna jednadzbi (2.32) ako se uvede:

ON,, ON,.\ (ON, 0N, ) (oN, ON,,
(Kf)i' :I|:( vi w]_i_( vi wj_i_( yi PNy ]} av
ool ox o ox oy Oy oz Oz
(Cf)ij = (l/c) IN“T,i N, dQ
. (2.36)

(M), =(1/g) [N}, N, d+(1/c*) [N}, N, 4V
Qg \%
(Qt)ij = INIi nN,, dQ
Q;

U gornjim izrazima N,, su bazne funkcije za potencijal pomaka tekucine, a N, bazne funkcije
za pomake konstrukcije; V je volumen tekucine, Qg je granica tekuéine sa slobodnim licem,
Q. je granica radijacije, €; je granica tekuc¢ine na spoju s konstrukcijom (granica
medudjelovanja) i n je vektor jedini€ne vanjske normale na granici medudjelovanja. Sve
matrice u (2.33) i (2.34) kao i u (2.17) i (2.18), osim matrice Q;, su simetriCne i pojasne. Broj
¢lanova razli¢itih od nule u Q; ovisi o broju ¢vorova tekucine na spoju s konstrukcijom.
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3. NUMERICKI MODEL KONSTRUKCIJE

3.1. Jednadzba dinamicke ravnoteze

Na vrlo sli¢an nacin kao kod tekuéine izvodi se numeri¢ki model za konstrukciju. Ovaj
model je vrlo dobro opisan u literaturi [4—6] , pa ¢e se ovdje samo ukratko opisati.

JednadZba dinamiCke ravnoteZe konstrukcije, koristeéi se nalelom virtualnog rada,
moZe se zapisati u obliku:

[ (5¢) ad2~ [ (u) (b - pgii — pia}d2 [ (5m) tdr =0 (3.1)

Q L,

U gornjem izrazu du je vektor virtualnih pomaka, u - vektor brzina, Ui - vektor ubrzanja, d¢ -
vektor pridruZenih virtualnih deformacija, b je vektor volumnih a t vektor povrsinskih sila, o -
vektor naprezanja, p, - gustoca, u' - parametar prigusenja, Q - podrucje konstrukcije i I' -
podrucje konstrukcije izlozeno djelovanju povrsinskih sila.

lzraz (3.1) vrijedi u sluCaju geometrijske i materijalne nelinearnosti. Kada se zanemare
vremenski utjecaiji izraz (3.1) se svodi na:

[ (62) sd2~ [ (5u) tar =0 (3.2)
Q I,
Prostornom diskretizacijom konstrukcije te primjenom metode konacnih elemenata (MKE),
jednadzba dinamicke ravnoteze (3.1) s nepoznatim &vornim pomacima u, moze se napisati u
poznatom obliku, koji predstavlja linearnu diferencijalnu jednadzbu dinamicke ravnoteze
sustava:
M.ii + C,u +R(u)=f, (3.3)

pri cemu je:
(Ms)ij = J‘N;rl ps st dQ
QS

(Cs)ij = J.N:; l’l’ st dQ
Q
: (3.4)
R,(u)= [B 6, dO

Q
(F,), = [NIb dQ+ [N ¢ dr
Q, T,

t

U prethodnoj jednadzbi, Ms predstavlja matricu masa konstrukcije, Cs matricu prigusenja
konstrukcije, R(u) vektor unutarnjih potpornih sila, a fs vektor vanjskih ¢vornih sila. N; su
bazne funkcije pomaka, a B matrica veze naprezanja i deformacija.

Vektor unutrasnjih sila R(u) moze se napisati i u obliku:

Ru)=Ku ; K=0R/du (3.5)
gdje je K matrica krutosti konstrukcije.
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3.2. Diskretizacija sustava

Kod ravninskih (2D) problema koriste se uglavnom cCetveroCvorni, osmocvorni
(Serendipity) i devetoCvorni (Lagrangeov) izoparametri¢ni 2D elementi. Na osnovu iskustva
moze se rec¢i da se za linearne probleme veéa toCnost dobije koriStenjem manjeg broja
elemenata viSeg reda umjesto veceg broja jednostavnih linearnih elemenata. Stoga se u
linearnim stati¢kim i dinamickim analizama preferira uporaba osmoc&vornih i deveto¢vornih
elemenata u odnosu na &etveroCvorne elemente.

Bazne funkcije 8-&vornog konacénog

elementa
1
Ni = Z(l + &i%)(l + ﬂiﬂ)(ﬁii +Nn- 1)
zai=1,3,57

2 2
N =S gei-n e enni-¢7)
zai=2,4,6,8

Bazne funkcije 9-&vornog konacénog
elementa

A
S5
S5
BB

X

o
X
B
B
o

1
> N; =Z§n(§+§i)(ﬂ+m)
Rapecs zai=1,3,57

N; :éi_;(é"'éi)(l_nz)"' nin(n+ni)(1—§2)
zai=2,4,6,8

No=(-nfi-g)

zai=9

&
&
B

Y

g

Slika 3. Bazne funkcije za 8-Cvorne i 9-Cvorne elemente

U ovom radu su koristeni 8 — ¢&vorni (Serendipity) konacni elementi i za diskretizaciju
konstrukcije i za diskretizaciju fluida.
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3.2. Elastiéni model materijala

U svrhu $to realnijeg simuliranja stvarnog ponasanja konstrukcije, od iznimnog je znacaja
primjena odgovaraju¢eg konstitutivnog modela materijala. On treba biti pouzdan za sve
razine opterecenja (djelovanja) i sva moguca stanja naprezanja.

Modeli materijala utemeljeni na velikom broju parametara, koje je vrlo tesko ili pak
nemoguce eksperimentalno utvrditi, danas su u praksi potpuno odbaceni. Prednost se daje
jednostavnijim modelima koji se temelje na manjem broju parametara koji se mogu lako
eksperimentalno utvrditi, a koji daju dostatno to¢ne rezultate.

U osnhovi, svi se modeli mogu grupirati u one temeljene na mehanici kontinuuma ili u one
koji uzimaju u obzir pojavu diskontinuiteta nakon pojave pukotina (modeli temeljeni na
mehanici loma i diskretnim elementima).

U nastavku ¢e se ukratko opisati linearni elasti¢ni model materijala za 2D problem.

U ovom modelu veza naprezanje (c) — deformacija (¢) dana je u obliku:

6 =De (3.6)

gdje je D matrica elasti¢nih konstanti materijala. Za probleme ravninskog naprezanja, ona je
oblika:

I v 0
E
D= slv 1I-v 0 (3.7)
_V —
o o =V
2
a za probleme ravninske deformacije oblika:
I-v v 0
E
D=————| v 1-v 0 (3.8)
(1+v)(1—2v) 1—2
o o —=
L 2 ]

U gornjim je izrazima E modul elasti¢nosti materijala, a v Poisson-ov koeficijent.

4. NUMERICKA ANALIZA MEDUDJELOVANJA TEKUCINE | KONSTRUKCIJE

4.1. Opis problema medudjelovanja tekuc¢ina — konstrukcija

Usvojeni model dinamiCkog medudjelovanja tekucina-konstrukcija sadrzi sljedece
pretpostavke:
— Pomaci tekuéine su mali,
— Tekucina je stladiva,
— Tekucina nije viskozna,
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— Nema trenja na dodiru tekucine i konstrukcije,
— Zanemaruju se temperaturni utjecaiji.

Pona$anje problema medudjelovanja tekucina-konstrukcija moze se takoder opisati opcom
diferencijalnom jednadzbom drugog reda u matricnom obliku:

Mx+Cx+Kx=f 4.1)

koja definira dinamiCku ravnotezu promatranog sustava. U izrazu (4.1) x predstavlja vektor
pomaka, x vektor brzina, a X vektor ubrzanja sustava; M predstavlja matricu masa, C
matricu priguSenja, a K matricu krutosti, dok f predstavlja vektor vanjskog ¢&vornog
opterec¢enja. Jednadzba (4.1) opcenito ukljuCuje materijalnu i geometrijsku nelinearnost
obaju polja. Matrica masa M je konstantna, dok je matrica C funkcija brzine (x), a matrica K
funkcija pomaka (x). Dakle:

C=C(x)
4.2)
K =K(x)
Izraz (4.1) se moze napisati i u obliku:
F +F, +F, =f (4.3)

gdje F, = MX predstavlja sile inercije, F, = Cx sile priguSenja, a F; = Kx unutradnje sile
otpora. Opcenito, sve su sile promjenjive u vremenu.

Jednadzba ravnoteze (4.1) moze se napisati i u slijedeéem rasclanjenom obliku:

|:M11 M12:||:%1:|+|:C11 C12:||:$1:|+|:K11 K12:||:X1:| :|:fl:| (44)
M, M, |Xx, Cy Cyux, K, Ky|x, f,

U izrazu (4.4), oznake X,,X,,X, predstavljaju vektore pomaka, brzina i ubrzanja,
M,,,C,,,K,, matrice masa, priguSenja i krutosti, te f; vektor vanjskih ¢vornih sila prvog
polja. Oznake x,,X,,X,,M,,,C,,,K,,,f, predstavljaju odgovaraju¢e vrijednosti drugog

polja, dok su M,,,C,,,K,,M,,,C,,,K,, odgovarajuée matrice uslijed medudjelovanja

polja. Kako je ranije navedeno, ukoliko nema nekih pojednostavljenja, gornje globalne
matrice su nesimetri¢ne, $to otezava direktno rjeSavanje jednadzbe (4.4) i zahtijeva veliki
kapacitet racunala.

Koriste¢i formulaciju tlakova za tekuc¢inu i formulaciju pomaka za konstrukciju, ponasanje
sustava tekucina-konstrukcija moze se analogno jednadzbi (4.4) opisati sustavom dviju
diferencijalnih jednadZbi drugog reda:

M i+Cua+Ru=f —-Md+f, (a)

. ) (4.5)
Mp+Cp+Kp=1 +f, (b)

koje definiraju dinamicku ravnotezu sustava. Kod toga je:
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f,=Qp

£, =—p, Q" (ii+d) (4.6)

pri cemu f_ predstavlja vektor sila medudjelovanja tekucine na konstrukciju, a f_; vektor sila
medudjelovanja konstrukcije na tekucinu, dok Q predstavlja matricu medudjelovanja.

Ako se (4.5) napiSe u obliku (4.4), slijedi:

T .. + . + = * ST.. (4.7)
P Q M, |p 0 Ci|p 0 K;|p f;—-pQd

Iz izraza (4.7) jasno je vidljivo da su globalne matrice masa i krutosti nesimetri¢ne.

U slu€aju da koristimo formulaciju potencijala pomaka [1] jednadzba (4.7) prelazi u oblik
(4.8):

0wl Lo elel e w Ll
.|t RS T =| ° ST + (4.8)
0 M, |Y¥Y 0 C|Y p,Q K;|Y f.—p;Qd f,

Iz izraza (4.8) jasno je vidljivo da u globalne matrice masa i krutosti nesimetri¢ne.

4.2. Ploha medudjelovanja tekuéina - konstrukcija

Ploha medudjelovanja tekucina - konstrukcija, s elementima tekucine i konstrukcije,
prikazana je na Slici 4. Matrica veze Q ukljuCuje samo integraciju na plohi i prema (2.19)
definirana je izrazom:

(Q); = [Ny i N,,dr, (4.9)

Sve veli¢ine u (4.9) definirane su u prethodnim poglavljima. Matrica Ny; je veli€ine [1x5],
a njezi n i elementi odgovaraju odgovaraju¢im nepoznatim pomacima konstrukcije na granici.
lako se za tekuéinu i konstrukciju mogu koristiti elementi s razliCitim brojem ¢&vorova,
prikladno je na granici imati iste elemente (kod toga u ¢voru tekuéine je jedna, a u ¢voru
konstrukcije pet nepoznanica).

Tekuéina (f) Konstrukcija (s)

,,

f. - sile konstrukcije na fluid

f; - silefluida na konstrukciju
f.=Qp
£, =—p,Q"(ii+d)

Slika 4. Ploha medudjelovanja tekucina - konstrukcija
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Jedini¢na vanjska normala n na plohi medudjelovanja definirana je vektorskim produktom
(slika 5.):

& & &
fi=% x§&, =|0X/ot 0Y/oE oY/ek (4.10)
oX/on oY/on dZ/on

tj. u raspisanom obliku:

€ + €, €,
og on  on 08 on dg 0§ On og on  0n 08

= =0 =0 =0
n=ng¢ +nge, +n,e

i (ﬁa_z_a_Ya_zjw (6_Xa_z_a_><6_z)~o . (aX oY _ox aY}o
(4.11)

gdje su €/, € i€ jedinicni vektori u smjeru krivocrtnih osiju (slika 5).
Jedini¢ni vektor normale je:

[0 = (4.12)

Slika 5. Jedini€na normala na plohi medudjelovanja

5. RIESENJE SVOJSTVENIH ZADACA (WYD METODA)

RjeSenje svojstvenih zadaca koristi se i za staticku i dinamiCku analizu. Kod statiCkih
problema rjeSenje svojstvenih vrijednosti podrazumijeva odredivanje kriti€cnog opterecenja
kod kojeg dolazi do nestabilnosti konstrukcije; dok kod dinamickih problema ono
podrazumijeva odredivanje dinamickih karakteristika sustava.

Standardni problem svojstvene zadacée definiran je sljede¢im izrazom:
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Kx=Ax ; (K-1E)x=0 (6.1)

gdje je K regularna, a u realnim (fizikalnim) problemima gotovo uvijek i simetrina, pozitivho
definitna ili pozitivno semidefinitna matrica.

U problemima dinamike konstrukcija prisutan je tzv. generalizirani (opci) problem:
KX = AMx ; (K=-AM)x=0 (6.2)

M je obi¢no pojasna (ponekad dijagonalna) matrica, ali opc¢enito nije pozitivho definitna nego
pozitivno semidefinitna.

Ako se prethodni problem promatra sa stajalista dinamike konstrukcija onda matrica K
predstavlja matricu krutosti sustava, a matrica M matricu masa sustava. Obje matrice su
dimenzija nxn, gdje n predstavlja broj stupnjeva slobode sustava. Vektor x je dimenzija 1xn,
a predstavlja svojstveni vektor, dok je A svojstvena vrijednost (predstavlja kvadrat kruzne

frekvencije sustava 1 = w*)

RjeSavanjem jednadzbe (6.2) moze se dobiti n svojstvenih vrijednosti i pripadajuéih n
svojstvenih vektora.

Postoji niz matematickih metoda za rjeSavanje problema svojstvene zadacée. Vecinom
metoda traze se sve svojstvene vrijednosti i svi svojstveni vektori, $to je ¢esto nepotrebno,
jer kod vecine inzenjerskih problema potrebno je odrediti prvih par vrijednosti/vektora, dok

ostali nisu zanimljivi. U ovom radu je koristena WYD metoda kojom se odreduje prvih k"
svojstvenih vrijednosti/vektora, a ,k“ je po Zelji odabran broj. Bitno je napomenuti da WYD
metodom nec¢emo dobiti svojstvene vrijednosti/vektore, nego ¢e ona sustav transformirati u
oblik koji ¢e modi primijeniti neke od opcepoznatih metoda, npr. Jacobi-jevu metodu, metodu
vektorske iteracije i sl.

Osnova numeri¢kog postupka je trazenje rjeSenja u samo jednom podprostoru, $to je
viSestruko brze od iteracije po podprostorima. Postupak se realizira viSestrukim, 2k puta,
statickim rjeSenjem zadatka te tako formiraju Ritz-ovi bazni vektori. Problem traZenja
svojstvenih vrijednosti se tako svodi s problema dimenzija nxn na problem dimenzija 2kxak,
Cime se znaCajno smanjuje broj raCunskih operacija i veliCina greSke nagomilane tim
raCunskim operacijama.

Karakteristika WYD metode je i velika stabilnost i pouzdanost, tj. nema preskakanja
svojstvenih vrijednosti i vektora. Opcenito za ,k“ trazenih svojstvenih vrijednosti/vektora
potrebno je ,2k“ Ritz-ovih vektora. Pri tome je prvih ,k* vektora egzaktno odredeno, a ostalih
K priblizno.

Opis postupka

Svojstvena zadacéa dinamike konstrukcija opisana je relacijom (6.2). Postupak za
formiranje ,2k“ Ritz-ovog prostora je sljededi:

1) Proracun prvog Ritz-ovog vektora X, :

K-X =M-x, (6.3)

DzZolan, A 79



Broj 5 lipanj, 2013

RjeSavanje problema svojstvene zadacée kod vezanih polja Cj

gdje je X, vektor sa jedinicnim komponentama. Nakon Cega slijedi M — normiranje:

(6.4)

2) Proracun ostalih Ritz-ovih vektora X (i=1,2,3,....,2Kk):
KxX =M xX, (6.5)

uz odredivanje konstanti ¢, (j=1,2,...,i-1)
— T ¥
C; =X; xM xX (6.6)

te odredivanje novog vektora ortogonalnog na prethodne (Gramm — Schmidt-ov postupak):

i-1
% =% - ¢ %X (6.7)
j=1
i njegovo M — normiranje:
X
X =— S 6.8
X xMxX)” (©9

3) K- ortogonalizacija Ritz-ovih vektora X i formiranje projektivhog podprostora:

K=X"xKxX (6.9)
uz uvjet:
E=X"xMxX (6.10)

gdje je K opcenito puna matrica. Ovim je dobiven standardni svojstveni problem:
(K-AxE)xq=0 (6.11)

Cije se rjeSenje moze dobiti npr. Jacobi-jevom metodom. Svojstvene vrijednosti ovog

~komprimiranog“ problema je upravo ,2k“ svojstvenih vektora polaznog problema (pri ¢emu je

prvi ,k“ odreden to¢no, a drugi ,k“ priblizZno). Svojstveni vektori polaznog problema mogu se
dobiti iz sljedece relacije:

X,=X-Q (6.12)

Gdje je X matrica Ritz-ovih vektora (nx2k), a Q matrica svojstvenih vektora dobivenih u
projektivnom podprostoru.
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6. NUMERICKI PRIMJER

Potrebno je izvrsiti analizu pomaka brane, sa slike 6, koja je u medudjelovanju s
tekuéinom. Za potrebe dinamitke analize kao prvi korak potrebno je odrediti svojstvene
vrijednosti/vektore sustava fluid — konstrukcija. Vremenski korak analize i drugi dinamicki
parametri u direktnoj su funkciji prve i viSih svojstvenih vrijednosti. Karakteristike materijala

konstrukcije su dane u Tablici 7.1, a karakteristike fluida su: brzina zvuka c,(m/s*)=1439 i

gustoéa fluida p; (t/m*)=1,0.

VODA

KONSTRUKCIL

TLO

Slika 6. Sustav konstrukcija — tlo — fluid koji se analizira

Beton Tlo
Modul elastiénosti | E;(GN /m?*) | 31,60 | Modul elasticnosti | E;(GN /m?) 18,0
Poiss-onov Poiss-onov
koeficijent Yo 0,20 koeficijent Yo 0,20
Gustoca p,(t/m’) 24 Gustoca p,(t/m’) 2,2
Tlaéna c¢vrstocéa f,(MN / m®) | 22,46 Tlaéna c¢vrstocéa f,(MN / m?) 22,02

Tablica 1. Karakteristike materijala betona i tla

Za simuliranje ponasanija tla koristi se isti model kao i za simulaciju konstrukcije, s tim da
su u model unose karakteristike materijala tla. Prema tome, mreza konacnih elemenata
konstrukcije obuhvaca elemente brane i tla. Konstrukciju je podijeljena na Sest konacnih
elemenata (slika 7). Svaki konaéni element ima osam ¢&vorova (Serendipity) i u svakome
¢voru pojavljuju se dvije nepoznanice pomaka. Otud slijedi da svaki konacni element ima
matricu krutosti dimenzija 16x16 (slika 8). Povezivanjem konac¢nih elemenata u cjelinu dobije
se matrica krutosti konstrukcije dimenzija 66x66. U odredenom broju ¢vorova (njih jedanaest)
imamo zadane rubne uvjete (sprijeCene pomake) pa konacan oblik matrice krutosti dobijemo
ukljucivanjem rubnih uvjeta u sustav.

Polje fluida podijeljeno je na mrezu od dva konacna elementa (slika 7). Kao i kod
konstrukcije svaki element ima po osam ¢vorova. U svakom &voru nepoznatu predstavlja
vrijednost pritiska, tako da dobijemo matricu krutosti elementa fluida dimenzija 8x8. Tri Evora
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su zajednicka za oba konacna elementa, tako da imamo matricu krutosti fluida dimenzija
13x13 (slika 8).

Matrice krutosti i matrice masa konstrukcije i fluida su izraunate u programu DAFIK te
su preslozene u globalnu matricu krutosti u Excelu (slika 9a). Nakon ukljucivanja rubnih
uvjeta u globalnu matricu krutosti dobijemo konaéni oblik matrice krutosti sustava fluid —
konstrukcija (slika 9b).

313233 ELEMENT K6

30
3 12 2| 5 5
1326 o
9 ELEMENT F2  10]* o
ELEMENT\KS
22 23
6 7 8]21
4 19 20
ELEMENT F1 5 ELEMENT K4
| 2 3
12 13 14 15 16 17 18
8 ELEMENT K1 9 ELEMENT K2 10 ELEMENT K3 1
1 ) 3 4 5 6 7

Slika 7. Mreza konacdnih elemenata sustava
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b)matrica krutosti elementa fluida

a)matrica krutosti elementa konstrukcije

Slika 8. Matrice krutosti konacnog elementa konstrukcije i kona¢nog elementa fluida

(boldirani brojevi u 1. retku i 1. stupcu predstavljaju &vorove konacnih element)

83

Dzolan, A



Broj 5 lipanj, 2013

84

ja

kod vezanih polj

ce

blema svojstvene zada

jeSavanje pro

R

R

i

R L R

o

[T

L T T T T T T STy

FERE RN ¥

ey

Slika 9a. Globalna matrica krutosti bez rubnih uvjeta

Dzolan, A



Broj 5 lipanj, 2013

Rjesavanje problema svojstvene zadace kod vezanih polja

T ORI ML RO F8 M1 FL PR FS PP FE BT BT FGE RGC KEE %I FIE RIT F0T SO0 FEE WEL REL VBT R L VAT O NG WEL AT W4T KT Y0 FE %@ I %I ROT BT REE eEr R

T TR T T ST T e

[T T

%I FIE T AE

8 KL %L kg %a F %E

L S T T

Slika 9b. Globalna matrica krutosti s rubnim uvjetima
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Posto je izvrSena diskretizacija sustava, izraCunata matrica krutosti i matrica masa
pristupa se racunanju svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora. Racunaju se dvije
svojstvene vrijednosti i nakon njihovog izracuna odrede se vrijednosti perioda osciliranja koje

iznose: T, =0,452s1T,=0,396s.
Na sljede¢im stranicama prikazan je postupak ovisan o izrazima (6.1—6.12). Na stranici

26. vidljiv je odabir nultog vektora x0=[1 .......... 1], te izraCun prvog Ritz — ovog vektora uz
koriStenje jednadzbi (6.3) i (6.4).

Na stranici 27. prikazan je izracun drugoga Ritz-ovog vektora uz koristenje izraza (6.4 —
6.8). Isti postupak se ponavlja za izracunavanje treéeg i ¢etvrtog Ritz-ovog vektora.

Dobiveni vektori formiraju Ritz-ovu matricu $Sto je, uz izraCun svojstvenih
vrijednosti/vektora, prikazano na stranici 28.

Kod za izraCunavanje Jacobi—jeve matrice, matrice K (iz koje se ocitavaju svojstvene
vrijednosti) i matrice svojstvenih vektora za projektivni podprostor dan je na stranicama 29.,
30.i 31.

Dobivene vrijednosti svojstvenih vektora u ¢vorovima (vektori pomaka) i grafi¢ki su dane
na Slikama 10. i 11.

DzZolan, A 86



RjeSavanje problema svojstvene zadacée kod vezanih polja

Broj 5 lipanj, 2013

<7C

x0 M x0 x1-p

1 1 0 0
2 1 0 0

3 1 244 0,000895323
4 1 0 0

5 1 51,911 0,001183177|

6 1 0 0

7 1 171.288 0,001100402

8 1 0 0

9 1 51.911 0.00109606
10 1 0 0
1 1 244 0,000778637|
12 1 0 0
13 1 0 0
14 1 0 0
15 1 0 0
16 1 244 9.3044E-05
17 1 415,288 0,001254615
18 1 415,288 0,000593994
19 1 415,288 0,001165968
20 1 415,288 4. 40728E-05
el 1 0 0
22 1 244 0,000233785
23 1 0 0
24 1 13,83334 0,000103475
25 1 244 0,000702305
26 1 177,3333 -4, 74338E-05
27] 1 80.61897 0,001493312
28 1 54,8523 0,001129562
29 1 3619911 0,001595283
30 1 3619911 0,000397077)
k)| 1 7178564 0,001563934
32 1 71.78564 3.13951E-05
33 1 244 0,000747415
M 1 244 0,000216301
35 1 0 0
36 1 305 0,000449535
37] 1 194,3305 0,002615975
38 1 157,9305 0,001748043
39 1 1589972 0,002451562
40 1 158,9972 -4 351E-05
4 1 4219222 0.,004213012
42 1 26,62556 0,002363102
43 1 190,3493 0,004138465
44 1 190,3493 0,001256135
45 1 26,89222 0,004157301
46 1 26,89222 0,000351431
47 1 82,00722 0,005850515
48 1 56,14056 0,002671019
49 1 56,14054 0,005792396
50 1 56,14054 0,000513293
M 1 14,86678 0,007771639
52 1 8,400106 0,002792476
53 1 60.85908 0,007773573
a4 1 60.85908 0,001903993
85 1 8.400108 0,007767175
56 1 8.400108 0,000960956
7] 1 11,06032 0,008335353
58 1 11,06032 0,002819993
59 1 11,06031 0,008350046
60 1 11,06031 0.00115483
61 1 1,382539 0,008934175
62 1 1,382539 0,002848699
63 1 10,48453 0,008912872
64 1 10,48453 0,002059471
65 1 1,382539 0,008598504
66 1 1,362539 0,001343912

1 1 0,000102 0,009605925
2 1 0,000541 0,012301663

3 1 0,000102 0.01824742
4 1 0,000543 0,009197725

5 1 0,000543 0,021074329

6 1 0,000177 0,007382647|

7 1 0,000946 0,008034067|

8 1 0.000177 0,021239936

9 1 0,000401 0,002670366
10 1 0,000401 0,013974826
ihl 1 0 0
12 1 0 0
13 1 0 0

Nazivnik

0,167946229

%1

0
0
0.005331009
0
0.007044574
0
0.006552109
0
0.006526257
0
0.00463623
0
0
0
0
0.00055401
0.007470339
0.003536811
0.006942505
0.000262422
0
0.001392026
0
0.00061612
0,004181727
-0,000282434
0.008891608
0.006725735
0.009498771
0.00236431
0.009312109
0.000186935
0.004450325
0.001287917
0
0.002676662
0,015576265
0,010408347
0,014597306
-0,000259071
0.025085479
0014070587
0.024641606
0.007479389
0.024753764
0.002092519
0.034835644
0.015904014
0.034489585
0,003056291
0,046274567
0.016627203
0046286083
0.011336922
0.04624799
0.005721805
0.049631083
0.016791044
0.049718569
0.006876188
0.053196637
0,016961971
0,053069793
0.01226268
0.052984244
0.008002035

0.057196432
0.073247628
0.108650371
0.,054765891
0125482595
0.043958396
0,047837138

0,12646867
0.015900125
0.083210122
0
0
0
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x1 M x1 Xx2-p cl x2-2p Nazivnik x2
1 0 0 0 |0,00468091| 0 | 0,001054435| 0
2 0 0 0 0 0
3] 0,005331 1,300766 1,34964E-05 -1,14576E-05 -0,010866071
4 0 0 0 0 0
5] 0,007045 0,3656712 1,34491E-05 -1,95278E-05 -0,018519674
6 0 0 0 0 0
7] 0,006552 1.122293 1,10868E-05 -1.9583E-05 -0,018572051
8 0 0 0 0 0
9] 0,006526 0,338785 1.4122E-05 -1,64268E-05 -0,015575819
10 0 0 0 0 0
11] 0.004636 113124 1.22529E-05 -9.44888E-06 -0.008961083
12 0 0 0 0 0
13 0 0 0 0 0
14 0 0 0 0 0
15 0 0 0 0 0
16] 0,000554 0.135179 -6,05358E-07 -3.19863E-06 -0.003033501
17]  0.00747] 3,102342 1,68022E-05 -1,81658E-05 -0,017227997]
18] 0,003537 1.468795 1,17052E-05 -4,85025E-06 -0,0045998558
19] 0.,006943 2.,883139 1,717T13E-05 -1,53259E-05 -0,014534714
20] 0,000262 0,108981 -6,83377E-06 -8,06214E-06 -0,007645936
pal 0 0 0 0 0
22] 0,001392 0,339654 5,89887E-07 -5,92606E-06 -0,005620127]
23 0 0 0 0 0
24] 0,000616 -0.86998 -2,02139E-06 -4.90539E-06 -0.004652156
25] 0,004182 1.020341 9,0868E-06 -1,04875E-05 -0,009946062
26] -0,00028 -5,0811 -2,89932E-06 -1.67T27E-06 -0,001494846
27| 0,008892 1.626029 2 50539E-05 -1,65669E-05 -0,015711652
28] 0,006726 -1,29334 2 29998E-05 -8,48271E-06 -0,008044791
29] 0,009499 3.438471 2, 74309E-05 -1.70319E-05 -0.016152658
30] 0,002364 0,855859 -2,36784E-06 -1,3435E-05 -0,012741383
31] 0,009312 0,668476 2 63205E-05 -1,72687E-05 -0,016377169
32| 0,000187] 0,013419 -1,35006E-05 -1.43756E-05 -0,013633483
33] 0.00445 1.085879 1,02699E-05 -1,05616E-05 -0,010016409
34] 0.001288 0.314252 8.6269E-07| -5.16593E-06 -0.00489924
35 0 0 0 0 0
36] 0,002677] 0,081638 1,94338E-06 -1,05858E-05 -0,01003934
37] 0,015576 6,854312 6,17894E-05 -1, 11217E-05 -0,010547506
38] 0,010408 1.522741 4 13455E-05 -7,37503E-06 -0,0069943
39] 0.014597 2.32091 5 63806E-05 -1.19481E-05 -0.011331252
40] -0,00026 -0.04119 -1,90925E-05 -1,78798E-05 -0,016956795
41| 0,025085 2,68924 0,000117739 3,16196E-07 0,000299872
42] 0,014071 0.34382 6.1708E-05 -4,15515E-06 -0.003940643
43| 0,024642 4.690512 0,000115008 -3,37224E-07 -0,000319815
44] 0,007479 1,423696 2 17898E-05 -1,32205E-05 -0,012538029
45] 0,024754 0,665654 0,000115467] -4,03018E-07 -0,000382212
46] 0,002093 0,056272 -1,00543E-05 -1,98492E-05 -0,016824464
47] 0,034836 4004719 0.000178607] 1.55441E-05 0.01474163
48] 0,015904 0,89286 7,33311E-05 -1,11415E-06 -0,001056631
49] 0,03449 1.936264 0,000176512 1,50696E-05 0,014291671
501 0,003056 0171582 -7.0076E-06 -2,13138E-05 -0,020213498
51] 0,046275 0.,440382 0,000251773 3,51662E-05 0,033350778
52] 0.016627 0.13967] 7.77209E-05 -1.09462E-07] -0.000103811
53] 0,046286 2.,816928) 0,000251776 3,51153E-05 0,033302518
541 0,011337] 0,689955 4, 39461E-05 -9,12095E-06 -0,008650087|
55] 0.046248 0.388488 0.000251704 3.52225E-05 0.033404123
56] 0,005722 0,048064 8,08259E-06 -1,87007E-05 -0,017735241
57| 0.049631 0,548936 0,000273332 4.10135E-05 0,038896184
58] 0.016791 0185714 7,87538E-05 1,564 39E-07] 0,000145363
591 0,049719 0,549903 0,000273903 4 11747E-05 0,039049105
60] 0.006876 0.076053 1,52512E-05 -1.69356E-05 -0.016061353
61] 0,053197] 0,073546 0,000296107] 4,70979E-05 0,044666539
62] 0,016962 0,023451 7,97737E-05 3,76246E-07 0,000356822
63] 0.05307 0.,556412 0,00029541 4,69952E-05 0,044569142
64] 0,012263 0,128568 4 97907E-05 -7.6098E-06 -0,007216943
65] 0.052984 0.,073253 0,000294907] 4 6893E-05 0.044472167|
66] 0,008002 0,011063 2,23807E-05 -1,50761E-05 -0,014297766
0,057196 5,81E-06 0,000358692 9,09607E-05 0,086264859
0,073248 3,96E-05 0,00043739 9.45241E-05 0,089644355
0,10865 1,1E-05) 0,000602859 9,42765E-05 0,089409556
0,054766 2.97TE-05 0,000334275 7,79207E-05 0,073898095
0.125483 6,82E-05 0.000678103 9.07306E-05 0.086046664
0,043958 7,79E-06 0,000259362 5,3597E-05 0,050830043
0,047837 4 53E-05 0,000275791 5,18703E-05 0,049192485
0,126469 2.24E-05 0,000678933 8,6945E-05 0,082456528
0,0159 6,37TE-06 9.4405E-05 1,99779E-05 0,0158946596
0.08321 3.33E-05 0.000448314 5,88155E-05 0.055779149
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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1 2 3 4

1 0 [] 0 0)

2| 0 0 0 0)

3| 0.00533101 -0.010866071 -0.00726975  0,013476781

4 0 0 0 0f

5] 000704497 -0,018519674 -0.012209719  0.022011281

6 0 0 0 0f

7] 000655211 -0,018572051 -0,013238063  0,020519035

8]

9] 0.00652626 -0,015578819 -0,010860022 0,014194894
10} 0 0 0 0|
11| 0.00463623 -0,008961083 -0,004378853  0,004029857
12] 0 0 0 0)
13] 0 0 0 0)
14) 0 0 0 0
15] 0 0 0 0f
16| 0.00055401 -0,003033501  0,007384213  -0,008988167,
17] 000747034 -0,017227997 -0.014043073  0.022313076
18] 000353681 -0.004599858  0.004816204  0.001345908
19] 0.00694251 -0.014534714  -0.012493775 0014468922
20{ 0.00026242 -0.007645936  0,005334625  0.001371737|
21 0 0 0 0
22 000139203 -0,005620127  0,006168702 -0.005509281
23] 0 0 0 0
24] 000061612 -0,004652156 0010614894 -0.012847914)
25] 000418173  -0,009946062 -0,005858982  0,007179438|
26| -0.0002624 -0.001495846  0.004400031 -0,006264786)
27| 0.00889161 -0,015711652 -0,018167307  0,019932703
28] 000672573 -0,008044791  0,008706047  0,004370378)
29| 0.00949877 -0.016152658 -0,0176974  0,019818703)
30] 0.00236431 -0,012741383  0,005959606  0,010966522]
31| 0.00931211  -0.016377169 -0,015514052  0.018886907
32| 000018694 -0,013633483  0,007613222  0,004424577|
33| 000445033 -0,010016409 -0,005683217  0,008310113)
341 000128792  -0,00489924  0.004130677  -0,004659426)
38] 0 0 0 0)
36 000267666  -0,01003934  0,009743917 -0.007650619
37| 0.01557626  -0.010547506 -0.018791463  0,016428093
38| 0.01040835 -0,0069943  0,011349018  0,006987969|
39] 0.01459731  -0.011331252 -0.018498757  0,016224302]
40] -0,0002591 -0,016956795 0,00495832  0,013565566)
41] 0,02508548  0,000299872 -0,011528412  0,007619206|
42] 0.01407059  -0,003940643  0,019296009  0,006327615)
43] 0,02464161 -0,000319815 -0.011724782 0,00764531
44] 0.00747939  -0.012538029  0.007890392  0.015312262)
45] 0,02475376 -0,000382212 -0.011553521  0,007384832)
46| 000209252 -0.018824464  0,000786115  0,022147712]
47| 003483564  0.01474163 0010066297  -0,011167963)
48] 0,01590401 -0,001056631  0,027121328 0,0021511
49] 0.03448959  0.014291671  0.009293181  -0.011015716)
50| 000305629 -0,020213498 -0,003425956 0026640205
51 004627457  0,033350778  0,042945279  -0,0375478%4)
52| 00166272 -0.000103811  0,031574108  0,000514222)
53] 0.04628608  0.033302518 0,0425103  -0,037217325
541 001133692 -0.008650087  0,015791102 0.01280581
55] 004624799  0,033404123  0,042707624 -0,037433624
56| 000572181 -0,017735241  -0,00031171  0,024991048)
57| 004963108  0.038896184  0.053008324 -0,045315381
58] 0.01679104  0.000148363  0.032119453  0,000500214)
59| 004971857  0.039049105 005301336  -0,045238828|
60| 0.00687619 -0.016061353  0.002461153  0,023171579
61] 005319664 0044666539 0,063361082 -0.052864242
62| 0.01696197  0.000356822  0.032377442  0,000676035)
63] 005306979  0.044569142  0,063305134  -0,053101597)
64] 001226268 -0,007216943  0,018750734  0,010530389)
65] 005298424 0044472167  0,063103908  -0,053203693)
66| 000800203 -0.014297766  0.005558511  0.021012597]

005719643  0,086264859  0,144770857 -0,212653947
007324763 0089644355 0075377577 -0.212040569
010865037  0.089409556  -0,04548968 -0.209183053)
0.05476589 0073898095  0.141983751 -0,197938284
01254826 0086046664 -0,045404748 -0 170624461
00439584 0,050830043  0,108743389  -0,149509962)
004783714 0049192485  0,052104703 -0.1314598342
0.12646867  0.082456528 -0.013794986  -0,133759397|
0.01590013  0,018946596  0,054927941 -0,074575121
0,08321012  0,055779149  0,001312638 -0,079168013
0 0 0 0

0 0 0 0f

0 0 0 0|

K-ka
291,133767 -344,04249 -66.266641 297419891
-344,05551 1406,15784 179,279977
-66,278994 179263194 1350,09699
297452971 -1012.598 -1080.1916
K-kapa (nakon Jacobija)
193279941 1,8519E-13 -1,432E-18
000758506 25131027 -143E-26
-0.0036811 0,00426524 1240,58223
0,03900104 -0.0197073 -0,0223827
T - periodi
0,45194593
0,39634625
0,1783886
0,39865
0,20267
0,15634

-1171E-22

P.jacobi
1 0 0 0
0 1 0 0
[ 0 1 1171E-22
0 0 1 ATHE-22 1
P-umnozak
0,9583631 -0,1627516 0,1903105

0.2834683 04474849
00287117 0,5729579
0.0190031 0,6670746

24842476 2,425E-24

4.28E-13 96313392
-6,975E-12 2,355E-12
3.305E-125.105E-12

-0,7079679
0677424
-0,0604986

1.936E-25 -2,731E-29
1,368E-30 4,937E-36|
1706,5887 -4 054E-40
5.034E-12 6627.0828|

Izvorni Viastiti vektori

0,002076
0

30,0057
o

IS

0.001025

0,001796

0
0,001854

7 0
0

-0,00029

9 0,002297
0.002249

10 0.00245
-0,00174
0

-0,00019
0

-0.00067

13 0,001156
-0,00069

14 0,003925
0,004498

15 0,004367
-0.00097

16 0,004195
-0,00338
17000142
-0.00012

18 0
-0.00015

19 001171
0,008451

20 0.010593
-0.00465
210,023
0.013042

22 0,023334
0.004131
0,023423
-0.00269
0.037641
0,015762
0.037162
-0,00239
0,054321
0.016822
0054312
0,00911
0,054306
0,000922
0,059251
0.017066
0,05938
0,002548
31 0,064458
0.017299
0.064303
0,010445
3 0.064185
0,004175

2B N BB R R OB

=3

]

=

0

-0.00092 0002954
0 0
-0.00175 0,004849
o o
-0.00327 0,004186

-0,00479 0,004056

0 [}
-0,00459 0,004016
0 0
0 0

-0,00321 0,007799

-0,00209 0,002756

0,001023 0.007111

0.00514 0,002272

0,000507 0,008994
0

-0,00288 0,008756
0 0

-0,00467 0.011379
40,0037 0,003434
-0.00228 0,004365
-0,00559  -0,0007
0,003209 0,012609
-0,00581 -8E-05
0004844 0,012844
-0.00513 0.001714
0,001182 0,014577
-0,00292 0,003586
-0,00311 0,006834
o 0
-0.00445 0014681
-0.00706 -0,00329
0,00634 0,014198
-0.00589 -0,00283
0004344 0014494
-0,00547 -0,00371
0,011223 0,018156
-0,00577 -0,00349
0,007907 0.014719
-0,00589 -0,00329
0,00646 0,012918
-0.00076 0,003688
0,013913 0,022017
-0.00124 0,003408
0,006265 0,01096
0,006351 0,016559
0,015681 0.024596
0,006899 0,016281
0011874 0018204
0,00692 0,016348
0007625 0,011922
0,009471 0.020559
0,01607 0,024819
0,009579 0,020466
0,008561 0,012945
0,012369 0,024622
0.016401 0.024868
0,012155 0,024643
0,012543 0,019508
0,011942 0,024565
0,009501 0,014139
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0
0.019167
0
0.031578
0

0.0308
0,023709

0
0,009829
0
0
0

0
-0,00858
0,032101
0.001416
0,024235
0.002169

0
-0,00411
0

-0.01217
0,013247
-0.00602
0,03172
0,003916
0.0318
0,011672
0.03009
0,006173
0,014075
-0,00292
0

-0,00511
0.027911
0.004657
0,029341
0,015672
0.014266
-0.00042
0.014605
0.014616
0.014377
0,025158
-0,01503
-0,00821
0.0144
0,031213
-0.05687
-0.01183
-0,0564
0.007831
-0,05671
0,027763
-0,0694
-0.01218
-0.06941
0,024513
-0,08198
0,01224
-0,0821
0.004237
-0.08205
0,020815
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Sulb Jacokbli sti)

Dim P(4, 4) &= Double

Dim Pp(4, 4} A= Double
Dim Pu(4, 4} A= Double
Dim Pr{4, 4} A= Double
Dim Kkapa (4, 4) A= Double

rang = 4
st _row = 1
2t _col = &

For i = 1 To rang
For j = 1 To rang
Ekapa(i, j} = Cell=(i + =t_row, Jj + =t_col)
PFr(i, j) = 0
Pa(i, 3]
If (i = j) Then Pu{i, j) = 1
Hext j
Hext 1
ponovo !

' glavna petlja po svim recima i stupcima
For i = 1 To rang
For j = i + 1 To rang

' formiranije matrice P
For K = 1 To rang
For 1 = 1 To rang

B(E, 1) = 0
If (K = 1)
Hext 1
Hext E
If (Kkapa(i, i) = Ekapa(]j,
fi = 0.T7853981&3
Else
fi = 0.5 * Atn (2 * Ekapa(i, j)
End If
B(i, i) = Co=(fi)
B(i, j) -Sin(fi)
B(j, 1) Sin(fi)
B(i, Cosz (£1i)
Cell=(2, & + rang + 2} =

Then P(E, 1) = 1
Then

J)

(Ekapa (i,

[}
i

fi

i) - Ekapal(i, J)})
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For 1 = 1 To rang

Cell=(l + K, 6 + rang + 3 + 1) = P(K, 1)

Hext 1
Hext K

' mnozenje Kkapa =sa P
For K = 1 To rang
For 1 = 1 To rang
Pp(E, 1) = 0
For M = 1 To rang

PFp(KE, 1) = Pp(K, 1) + Ekapa(K, M) * P(M, 1)

Hext M
Hext 1
Next K

' mnozenje P(T) =a Pp
For K = 1 To rang
For 1 = 1 To rang
Ekapa (K, 1) = 0
For H = 1 To rang

Kkapa (K, 1) = Kkapa(K, 1) + BP(M, K) * Pp(M, 1)

Next M
Hext 1
Hext K

' Vliastiti wvektori u Pu
For K = 1 To rang
For 1 = 1 To rang

Pri(E, 1) = 0
For M = 1 To rang
Pr(E, 1) = Pr(K, 1) + Pu(E, H}
Hext M
Hext 1
Hext K

For K = 1 To rang
For 1 = 1 To rang
Pul(E, 1) = Pr(E, 1)
Hext 1
Hext K

' ispi=s u Excel
For K = 1 To rang
For 1 = 1 To rang

* P(M, 1)
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For 1 = 1 To rang
Cells(K + st row + rang + 1, 1 + st _col)
Cell={l1 + K + rang + 1, & + rang + 3 + 1)
Hext 1
Hext H

' kraj glavne petlje po svim recima i stupcima
Hext j

Hext i

' kontrola van dijagonalnog elementa

suma = 0
For i = 1 To rang
For j =1 + 1 To rang
suma = suma + Abs(Ekapa(i, j))
Hext j
Hext i

If (zuma > 0.00000001) Then GoTo ponovo

' ispi= u Excel
For i = 1 To rang
For 4§ = 1 To rang
Cell=s(i + st _row + rang + 1, j + =st_col)
Hext j
Hext i

End Sub

= Kkapa (K, 1)
= Pu(EK, 1)

= Ekapa(i, j)

Slika 10. Pomaci konstrukcije za period osciliranja T, = 0,452s
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Slika 11. Pomaci konstrukcije za period osciliranja T, =0,396s
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