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Sazetak: lzvrSena je analiza tankih plo¢a. Standardni numeri¢ki model tankih ploca je
zasnovan na Germain-Kirchhoffovim pretpostavkama. Model materijala plodnog konaénog
elementa ploCe je izotropni Hookeov materijal. Njegove karakteristike zadaju se preko
Youngovog modula E i Poisonovog koeficijenta u. Ukratko je prikazan numeric¢ki model
ploSnih konstrukcija. Sli¢an model je implementiran u radunalni program Tower [7]. Kao
rezultat program daje odgovarajuce vrijednosti generaliziranih sila, naprezanja i pomaka.

Na primjeru tanke kvadratne ploCe prikazuju se mogucénosti razvijenog numeri¢kog modela
za analizu plosnih konstrukcija. PloCa je diskretizirana s plosnim 2D KE, i to u prvom primjeru
s minimalno prihvatlivom mreZom konac¢nih elemenata. U iduéim koracima mreza je
progus¢avana. Usporedeni su rezultati analize nastali primjenom komercijalnog programa s
teoretskim rieSenjem.

Klju€ne rije€i: tanke plo¢e, numeri¢ki model, plos$ni element

THE INFLUENCE OF DENSITY OF FEM ON THE
ACCURACY OF RESULTS IN THIN SLABS

Abstract: The article deals with analysis of the thin plates. Numerical thin plate model is
based on the Germain-Kirchhoff theory. Material model of the thin plate finite element is
isotropic elastic material. The material is defined by the Poisson’s coefficient u and Young
modulus of elasticity E. The numerical model of the surface structures is presented in short.
A similar model has been implemented in a computer program Tower [7]. As a result, the
program gives the corresponding values of generalized forces, stresses and displacements
The model application on the surface elements is illustrated by the thin square plate
structure. The plate is discretised with the flat finite element. In the first example the minimal
acceptable finite element discretisation is taken into account. In the following examples the
mesh density is greater. The results, made by commercial software and by the theory, are
compared.
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1. OPCENITO

Numeri¢ki model, kojim su se analizirale konkretne ploSne konstrukcije, bazira se na tehnici
konacCnih elemenata. Buduéi da se konstrukcija dijeli na dovoljno male dijelove, konacne
elemente, konkretni problem se maksimalno pojednostavijuje, jer se sada svodi na
rieSavanje problema na jednom elementu, dok se na ostalim ponavlja. Stoga je ova metoda
vrlo praktiCna za primjenu racunala.

Cilj je da se pomoéu simulacije konstrukcije putem numerickog modela, a uz pomo¢
racunala, sazna kako konstrukcija odgovara na vanjska djelovanja i kakav je karakter tog
odgovora. Odnosno, drugacije reCeno, kakve su deformacije i unutarnje sile i je li ravnoteza,
za slu¢aj malog dinamickog utjecaja, stabilna.

Programski paket Tower, firme Radimpex, u koji je ugraden ovakav numeri¢ki model,
analizira statiCka stanja plosnih konstrukcija, odnosno u ovom primjeru tankih ploca.

Izlaze se samo dio materije koji je vodio k formiranju karakteristicnog konacnog
elementa tanke ploce, a detaljnije se moze vidjeti u radu [2] ili u uputama za program [7].

2. NUMERICKI MODEL PO TEORIJI TANKIH PLOCA

U ravninskom savojnom stanju analiziraju se konstrukcije koje spadaju u kategoriju plo¢a. Tu
se razlikuju dvije dominantne grupe ploca, tanke i debele. Za ploCu se kaze da se klasificira
kao tanka ako joj je debljina mala u odnosu na raspon i ako joj je posmi¢no deformiranje
zanemarivo u odnosu na savojno. S druge pak strane, ploc¢a se klasificira debelom ako joj je
debljina usporediva s rasponom i ako je red posmicne i savojne deformacije isti.

Na tankim plo€ama primjenjuje se pretpostavka o malim pomacima, ako su najvedi
progibi plo¢e maniji od njene debljine. Kad se najveéi progib pribliZzi debljini ploCe, nuzna je
primjena teorije velikih pomaka.

Germain-Kirchhoffove pretpostavke teorije tankih plo€a su po teoriji malih pomaka:

e normala na srednju plohu ploCe prije savijanja ostaje normala na srednju plohu i
nakon savijanja, $to znaci da se zanemaruju posmiCna naprezanja t_ i T,

e zanemaruje se normalno naprezanje o, i odgovarajuca deformacija ¢_;

e progib bilo koje to¢ke (x, y, z) jednak je progibu pripadne tocCke srednje progibne
plohe (x, y, 0);

e progibi plo€e su mali u odnosu na debljinu ploCe, tako da su membranska djelovanja
zanemariva u odnosu na savijanje;

e materijal je homogen, izotropan i zadovoljava Hookeov zakon.

Prve tri pretpostavke omoguéuju da se problem promatra kao dvodimenzionalni ravninski.
Posljedice navedenih pretpostavki se odraZzavaju na izgled vektora relativnih
deformacija ploc¢e
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Odgovarajuéi vektor naprezanja je
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gdje oznaka E predstavlja Youngov modul elasti¢nosti, a v Poissonov koeficijent. Ravnoteza
¢e se promatrati na diferencijalnom elementu ploce prikazanom na slici 1.
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Slika 1. Naprezanja i sile u presjecima diferencijalno malog elementa ploce

Uvjeti ravnoteze diferencijalnog elementa ploCe svode se na tri parcijalne diferencijalne
jednadzbe prvog reda.

oT
@+—y+p—0
ox oy
oM
M, , My 1 0 (3)
oX oy
oM oM
v T T =0
ox oy "’

Akmadzié, V. , Prusac, K.
107



Broj 1 lipanj, 2011

Utjecaj gustoée MKE na to€nost rezultata kod tankih plo¢a Cj

Eliminiraju li se poprecne sile u izrazu (3), uvjeti ravnoteze se mogu prikazati diferencijalnom
jednadzbom drugog reda

M, ,OM, M, 0=0 (4)
ox? oxoy  oy?

u kojoj figuriraju samo momenti savijanja. Vrijednosti momenata savijanja i momenta
uvijanja, uz koristenje izraza (2), se dobivaju iz
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gdje je Ds konstanta krutosti ploCe na savijanje dobivena na nacin

O E-R (6)
S 12-(1-v?)

Uzmu i se u obzir izrazi (4), (5) i (6) dobiva se nova parcijalna diferencijalna jednadzba
savijanja ploCe Cetvrtog reda, koja opisuje oblik deformirane ploCe, a izgleda

o*w o'w  o'w
+
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3. RAVNINSKO SAVOJNO STANJE - FORMULACIJA METODOM POMAKA

Ako su poznati progibi to¢aka w u svim tockama ploCe, definirano je polje pomaka p koje se
moze predstaviti kao

p={w(gn)}=H-u 8)

gdje je matrica ¢vornih baznih funkcija funkcijskog preslikavanja oznacena s H, a vektor
¢vornih pomaka s u.

Kod razvijenog elemenata ploCe translacijska i rotacijska polja su nezavisna. Za slucaj
tanke ploCe vektor nepoznatih pomaka u;, u svakom ¢voru elementa plo€e izgleda
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W;
U = ¢ ®
0

H':[hil hiZ hi3] (10)

gdje h;y predstavlja ¢vornu baznu funkciju jedininog translacijskog pomaka, h;; €vornu baznu
funkciju zaokreta oko osi €, h;z ¢vornu baznu funkciju zaokreta oko osi n.

4. RAVNINSKO SAVOJNO STANJE - 1Z2vOD JEDNADZBE RAVNOTEZE
NACELOM VIRTUALNOG RADA

Neka je konacni element izlozen djelovanju statickih sila f, tada se, pomoéu principa
virtualnog rada, moze napisati

IstdF+ISaTon—j8prdQ=0 (11)
r Q Q

gdje je vektor unutradnjih sila ¢, vektor ¢vornih sila s, vektor virtualnih pomaka op, vektor

pripadnih virtualnih deformacija s, Q je podrucje, a T rub elementa.
Prikazu li se ¢vorne sile izrazom

s=[s,s,.s,8,] (12)
onda vektor ¢vornih sila vezan uz i-ti ¢vor izgleda

s, =[T.M.M, T (13)

iz’

Vektor relativnih deformacija ¢ u proizvoljnoj to¢ki kona¢nog elementa, vodeci rauna o
izrazu (8), se moze prikazati kao

e=Lp=LHu=Bu (14)

Matrica deformacija B povezuje komponente deformacija i pomake ¢vorova
CetveroCvornog konacnog elementa

B=[B,B,,B,,B,] (15)

a sastoji se od n podmatrica B; (i=1,...,n)
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Naprezanja o i deformacije ¢ su vezane opc¢im konstitutivnim zakonom, koji za elasti¢an
materijal predstavljaju generalizaciju Hookeovog zakona,

o=D¢ (17)

s vektorom unutradnjih sila oblika

o=[M.M,.M,T (18)

Matrica elasti¢nosti D za problem savijanja tankih plo€a se moze prikazati

1T v O
.h? 19
p__Eh 10 (19)
12-(1-v?) 1
0 0o V¥
2

pri ¢emu E oznacava Youngov modul, h debljinu ploCe, a v Poissonov koeficijent. Predznaci
unutrasnjih sila, pomaka i deformacija vidljivi su na crtezu 2.
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zZ,W

Slika 2. Predznaci unutradnijih sila, pomaka i deformacija na plogi

Ako se u jednadzbu virtualnog rada (11), uvrste odgovarajuci izrazi za pomak, deformacije i
matricu materijala, tad se dobiva

[uU'B'DBudQ-[u'N' fdQ-u"s=0 (20)
Q Q
Koristeci odgovaraju¢e matri€ne operacije izraz postaje
[B'DBudQ- [N fdQ-s=0 (21)
Q Q
odnosno
s® =k°u—f° (22)

gdje su k® i f¢ matrica krutosti i vektor opterecenja elementa dani izrazima

k® :jBTDBu dQ, f° = jNT fdQ (23)
Q Q
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Preslikavanje sila i matrica elementa iz lokalnog u globalni koordinatni sustav, ima oblik

gdje je T matrica preslikavanja.

5. PRIMJER

sg =s°
ki =T'k°T
Fs =F°

(24)

Na ovom primjeru verificirati ¢e se razvijeni numericki model s rezultatima ispitivanja
provedenim od strane autora [2] i analitiCkim proradunom prema [3], a za mrezu konacnih
elemenata 4x4. U idu¢im koracima ¢e se mreza proguscavati.

Obradena je AB kvadratna plo¢a dimenzija 10.0m x10.0m, debljine t=0.1m, opterecena
koncentriranom silom F=100kN u sredini raspona. Rezultati pomaka su prikazani u tablici 1 i
crtezu 3, dok su rezultati raspodjele momenata i naprezanja prikazani na crtezima 4 - 6,
zajedno s njihovim vrijednostima.

5.1 Primjer s mrezom konac€nih elemenata 4x4

Slucaj Slobodno oslonjena ploca Upeta plo¢a
w M(u=0.0) | M(u=0.3) w M(u=0.0) | M (u=0.3)
Prema [2] 12.2 23.06 30.17 6.15 19.32 25.11
Analiti¢ki 11.6 - - 5.59 - -
LJUSKA [1] | 12.202(u=0.0) 16.02 6.06(u=0.0) 11.997
11.257(u=0.3) 21.038 5.62(u=0.3) 15.803
TOWER [7] | 10.971(u=0.0) 19.05 4.89(u=0.0) 14.900
10.395(u=0.3) 21.600 4.81(u=0.3) 16.060

Tablica 1. Rezultati pomaka w sredista plo¢e
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Materijalne
karakteristike ploce:

~—

-
>\ - Youngov modul
>N E=1.2MPa,

- Poissonov
koeficijent

a) u=0.0,

b) u=0.3.

Slika 3. Grafi¢ki prikaz diskretizacije i polja pomaka w kvadratne ploce

M (kNm)
Mbo.max = 15.803 kNm
Mbccrin = - £.538 kNm

-15.0082

15,9092

Slika 4. Raspodjela momenata savijanja M,y u upetoj ploci

My (kN
Moy = 3.817 KNm
Meymn =- 3.917 KNm

—5.4149
-3.3574
-2.7578
-2,2383
% iy
= -1.1151
L -0.m355

0.0000

A 1.1
= 14707
= 2.2383
2,757
3.7
3istde

Slika 5. Raspodjela momenata savijanja M,y u upetoj ploci
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5.2. Primjer s progus¢enjem mrezom konacnih elemenata i linijskim
oslanjanjem

Slucaj Slobodno oslonjena ploca Upeta plo¢a
progib w progib w
Analiti¢ki 11.60 5.59
TOWER [7] MKE MKE
4x4 8x8 16x16 | 32x32 | 64x64 | 4x4 8x8 16x16 | 32x32 | 64x64
(u=0.0) 10.97 | 11.39 | 11.53 | 11.58 | 11.59 | 4.91 5.38 5.54 5.59 5.60
(u=0.3) 10.39 | 10.50 | 10.54 | 10.55 | 10.55 | 4.81 5.03 5.08 5.10 5.11

Tablica 2. Rezultati pomaka w sredista ploCe za proguséenje mreze

11,70

analiticko rieSenje

11,50 //_'
11,40
/umeriﬁki primjer
11,30 /
11,20 /
11,10 /

11,00
/

11,60

10,20
4x4 8x8 16x16 32x32 B4xb4

Slika 6. Prikaz priblizavanja numeric¢kog i analitickog rjeSenja za progusc¢enje MKE za
slobodno oslonjenu plo¢u za Poissonov koeficijent 0,00

6. ZAKLJUCAK

Prikazana je primjena numeri¢kog modela na statiCke zadace plosnih konstrukcija. Cilj ovog
primjera je da osim prikaza pona$anja rezultata pomaka razli€itih autora za relativno rijetku
mrezu pokazu i graficke moguénosti programa [7]. Osim polja pomaka prikazane su
raspodjele odgovaraju¢ih momenata savijanja i glavnog naprezanja.

Pogledaju li se razlike u pomacima, prikazane u tablici 1 u prvom primjeru, moze se
uociti kako maksimalna odstupanja od analiti¢kih rieSenja padaju ispod granice od 5%.
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Odstupanja u vrijednostima momenata od onih kod autora [2] se mogu objasniti Cinjenicom
da se kod autora [1] ne koriste funkcije pune upetosti.

S druge strane utjecaj gusto¢e mreze konacnih daje zanimiljivije rezultate (Tablica 2), te
pokazuje kako se s guSsc¢om mrezZzom dobivaju bolji rezultati. U prvom slu€aju kada je
Poissonov koeficijent jednak nuli, ve¢ za mreZzu konacnih elemenata 32x32 dobivamo
rezultat jednak analititkom postupku. Kod sloZenijih primjera postupak konvergencije k
analitickom rjeSenju, ako isti postoji, je znatno sporiji. Limitirajuci faktori su moguénosti
racunala i ograni¢enje maksimalnog broja ¢vorova u programskom paketu Tower.
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